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|. Einleitung

1.0 Einleitung

Tandem-Repeats (Abk. TR) sind sich wiederholende Muster von Nucleotid-Seqenzen im
Genom von Organismen deren Lange von einigen bis zu 100000 Basenpaaren (Abk. bp)
reichen kann. Die Untersuchung von TR ist interresant, da ihr Vorkommen, d.h. Art und
Haufigkeit charakterisch fur Art und Individum sind. Daraus ergeben sich Anwendungen wie
z.B. genetische Karten (Dib et. Al (1996)) sowie Authentifzierungsverfahren wie z.B. das DNA-
Fingerprintingverfahren (Jeffreys et al. 1985), das u.a. zur Verbrechsaufklarung eingesetzt
wird. Interessant ist auch der Zusammenhang mit Krankheiten (Trinucleotid-Expansion-
Disorders, z.B. Thao T. Tran, et. Al)), wo man eine Veranderung der Haufigkeiten einzelner
TR-Typen beobachten kann. Es existieren eine Reihe von Algorithmen fiir das Erkennen aller
TRs in einem String (Main & Lorenz 1984, Landau, Schmidt 1993, Stoye Gusfield 1998), mit
jeweils Laufzeit O(nlog n + z) 1. Der vorgestellte Alogrithmus von Gusfield & Stoye (Abk. G&S)
findet das Vokabular, d.h. die verschiedenen Typen von TRs in einem gegebenen String S in
O(n). Aus dem gefundenen Vokabular lassen sich ohne Verschlechterung der asymtotischen
Laufzeit alle Vorkommen von TRs und die Anzahl der TRs, die an einer bestimmten Position in
S beginnen feststellen (s.a. Kosaraju 1994). AuRerdem ist der Algorithmus von G&S auf die
Behandlung von Tandem-Arrays erweiterbar . In der Praxis werden allerdings haufiger Align-
ment-Algorithmen eingesetzt, da die Eingabesequenzen Sequenzierungsfehler aufweisen, und
Alignment-Algorithmen diese Fehler Uberlesen. Auch sind Repeatsequenzen von Natur aus,
nicht perfekt, d.h. in einer langen Repeatsequenz werden vereinzelt Mutationen auftreten. Hier
sind Alignment-Algorithmen String-Algorithmen wie dem von G&S Uberlegen.

[I. Definitionen

2.0 Tandem Repeats, Tandem Array

Def-1: Tandem Repeat, Tandem Array
Sei Y ein Alpabet,

Worte w = aa , (w O ) heiRen Tandem Repeats. Ist w = (aa) (und n> 1) so heillt w Tandem
Array.

1 Wobei z die Lange der Ausgabe bezeichnet.



Def-2.: String, Teilstring tiber 3"
a. Ein String S ist ein Wort tiber 3.

b. Gegeben S, ein Teilstring SJi..j] O S beginnt an der Stelle i und endet an der Stelle
jinS.

(Beispiel: S= aabbabc , S[3..7] = bbabc)

Def-3 : Menge aller Tandem Repeats in S
Gegeben S, so ist die Menge aller TRs in S ist durch
Ms :={(,1) |(i,]) ist TR in S} definiert.

wobei in (i,l) i die Anfangsposition, und | die Lange des TRs bezeichnen.

Beispiel: Sei Y ={a,b} und S= aabaaba.
M ergibt sich zu
MS = {(1,2),(1,6),(2,6),(4,2)} .

Zwei TRs heiRen gleich, wenn sie denselben String bezeichnen. Natlrlich sind die TRs (1,2)
und (4,2) im obigen Beispiel gleich.

Def-4.: Vokabular von S
Das Vokabular der TRs in S wird durch die Menge
Vg :={@i,)] (i,) ist TR in S, und (i,l) ist ungleich jedem anderen TR in S} beschrieben.

Ein TR in Vg wird als Typ bezeichnet. Im obigen Beispiel gilt: V5 = {(1,2),(1,6),(2,6)}.



2.1 Run, Uberdeckung, uberdeckende Menge von Tandem Repeats

Def-5.: Run von Tandem Repeats
Ein Intervall [i..j] hei3t Run von TRs der Lange |, falls: (i,l),(i+1,1), ..., (j,I) alle TRs sind.
Beispiel: Run der Lange 6

¢ Sci S = abaabaabbaaabaaba

b|a
blala )
blaja|b

o
o | oo
o o ol

Notation [1..3]°

Def-6: Uberdeckung von Tandem Repeats

Gegeben S, sowie (i,l), (j,I) O Mg so gilt die Bezeichnung:

Der TR (i,l) Uberdeckt den TR (j,I) gdw. i<j, (i), (,1) & [h,..,m],

,d.h. es existiert ein I-Run in S, in dem (i,l) und (j,I) beide enthalten sind.

Def-7: Uberdeckende Menge (covering set)

Eine Teilmenge P aller TRs von S heil3t Gberdeckende Menge (covering set) gdw.

keinen TR v im Vokabular von S, der nicht durch ein p O P tberdeckt wird.

Beispiel: Uberdeckende Menge fiir den String ababccababa

a. (7,4) = abab Uberdeckt (8,4) =baba
b. (6,2) =cc

Es gibt

Durch die Menge P= {(7,4),(6,2)} wird das Vokabular von S ={cc,abab,baba} im obigen Sinn

Uberdeckt, d.h. P ist Gberdeckende Menge fiur S.

Def-8: Linksuberdeckende Menge (leftmost covering set)

Eine Teilmenge P aller TRs von S heil3t linkstiberdeckende Menge (leftmost covering set)
gdw. P ist Uberdeckende Menge, und alle TRs in P sind linkeste Vorkommen des jeweiligen

Typs.



Beispiel: Linkstuberdeckende Menge fiir S = ababccababa

Da der TR (7,4) zwar den TR (8,4) Uberdeckt, aber nicht das linkeste Vorkommen von abab in
S ist lautet die linksiiberdeckende Menge (leftmost-covering-set) flr das obige Beispiel

{(1,4).(6,2).(8,4)}.

2.2 Vorwarts- und Ruckwartserweiterung

Def-9: Vorwartserweiterung, Rickwartserweiterung

Sei wieder S ein String Uber S : Die langste gemeinsame Vorwarts- (Ruckwarts-) erweiterung
zweier Indizes x,y in S ist die Lange des langsten Teilstrings, der in S jeweils an den

Positionen x und y beginnt (endet).

Beispiel:

Fur die Indizes 3 und 9 ist die langste Vorwartserweiterung |abbbababb| = 9. Die léngste
Ruckwartserweiterung ist |aba] = 3. Fir die Indizes 3 und 7 ist die langste
Ruckwartserweiterung |ab| = 2, fir 2 und 7 |g] = 0.

2.3 Datenstruktur Suffix-Baum

Def-10: Suffixbaum
Sei S 0 Y", der Suffixbaum von S ist der Baum T(S) fiir den gilt:

. Jede Kante in T(S) ist mit einem String aus Z* beschriftet.

Keine zwei ausgehenden Kanten eines Knotens v sind gleich beschriftet.

Man kann in T(S) jeden Suffix von S ablesen, wenn man einen Weg von der Wurzel zu
einem Blatt abgeht.

. T(S) ist minimal bezlglich seiner Knotenanzahl.

wn e
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2.3.1 Knotenbeschriftung

Def-11: Knotenbeschriftung
Fur einen Knoten v im Suffixbaum T(S) ist L(v) (Knotenbeschriftung) der String, den man

erhalt, wenn man alle Kantenbeschriftungen von der Wurzel bis zu v konkateniert. D(v) ist
dann die Lange von L(v), d.h. D(v)= |L(V)].

Beispiel: Suffixbaum fir S= ababc

S hat Suffixe :
ababc
babc
abc
bc
C
Suffixbaum :

ab c

¢ abe|l ¢

Wenn im obigen Beispiel aba ein Suffix von S wéare, hatte man folgendes Problem: Da aba ein
Prafix von S ist gibt es keinen Weg in T der von der Wurzel zu einem Blatt fihrt, und aba
beschreibt. (Durch Einfigen zusatzlicher Kanten versté3t man in jedem Fall gegen Bedingung
2 (oben). Damit dieser Fall nicht eintritt fligt man generell an des Ende von S ein Endzeichen
(Stopper-Symbol) $ an. D.h. aus ababac wird ababac$.

Suffixbaum fiir ababa:




2.3.2 Suffix-Link

Def-11: Suffixlink
Gegeben T(S),

Ein Suffixlink in T(S) ist eine Querkante von einem Knoten u mit der Beschriftung Bs(u) = aw
(@dy, w0y ) zu einem Knoten u' mit der Beschriftung Bs(u') = w. Die Querkante wird mit a
beschriftet. Trivialerweise existiert fir jeden Blattknoten (mit Ausnahme des kirzesten Suffix)
ein Suffixlink in T.

Beispiel: Suffixlink

Ein Suffixlink ist beispielsweise gegeben durch (u,u"), da
Bs(u) = aba Bs(u') = ba
Es ist die Kante (u,u") in T(S) einzutragen. Die Berech-

nung des Suffixbaums (inklusive aller Suffixlinks) ist
effizient in Zeit O(n) moglich (siehe z.B. Gusfield 97).

lll. Der Algorithmus

3.0 Das Ziel des Algorithmus

Das Ziel des Alogrithmus ist es das Vokabular aller TRs in S zu bestimmen. Dazu wird in
Phase | zunachst eine linksiiberdeckende Menge (vergl. Def-7) fur alle TRs in S bestimmt. In
zwei verbleibenden Phasen wird zuerst eine Teilmenge der in Phase | gefundenen linkslber-
deckenden Menge im Suffix-Baum T(S) markiert. SchlieBlich wird in Phase 3 mit Hilfe von
Suffix-Links und eines Suffix-Walks das gesamte Vokabular in T markiert.



3.1 Phase 1 - Finden der linkstiberdeckenden Menge

In Phase | wird eine linksiiberdeckende Menge (vergl. Def-7) gesucht. Die Grundlage der
Analyse ist hierbei die Lempel-Ziv-Dekomposition (Lempel, Ziv 1976), die einen gegeben
String S in sog. Blocke aufteilt. Die Lempel-Ziv-Dekomposition besteht im Prinzip aus der
Bestimmung der maximalen Vorwartserweiterung zweier indizes in S (vergl. Def. 9) und daran
anschlieBend einer rekursiven Berechnung der Blocke. Die LZ-Dekomposition laf3t sich in O(n)
berechnen (vergl. Rodeh, Pratt, Even 1981). Ein durch die Dekomposition von S erhaltener
Block B mit Startindex i markiert den String s, der in S an der Position j (j<i) nochmals beginnt
und maximale Lange hat (Blockeigenschaft).

Beispiel: LZ-Dekomposition von S = abaabaabbaaabaaba$

Lempel-Ziv-Dekomposition [

L; = Lange des maximalen Prifix von S[i..N]
Fiir den es ein j<i gibt mit S[j..n] = S[i..m]

S|laib b/blajala|/blaja|b|a|S$
i 1 2z 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 (13 |14 |15 [ 16 |17 |18
L;|0 0 1 5 4 3 2 1 3 2 6 6 5 4 3 2 1 o

Beispiel : Fiir 1 = 8 ist 5 maximal, denn der Teilstring bb
kommt links der Position 8 nicht mehr vor.

Da die Léinge vonb =1
- -]

ajla|blaa

Im ersten Schritt wird die L&dnge der maximalen Vorwartserweiterung von L(i) bestimmt. Die
maximale Vorwartserweiterung (i,j) fur festes i und (j<i) fur alle Positionen i l&Rt sich in O(n)
berechnen (LZ76). Die max. Vorwartserweiterung (L(i)) kann danach fur jede Position i in S in
konstanter Zeit abgerufen werden.

Im 2. Schritt findet die rekursive Berechnung der Blocke statt:

Lempel-Ziv-Dekomposition II

S|lalb|laj|a|b|a|a|b|b|a|alalb|la|a|b|a]|$

i 1 2 3 4 5 6 7 g 9 (10 |11 |12 |13 |14 |15 | 16 |17 | 18

Lyjojo 1|5 |43 |2]1 3 (26 |6 |54 |3 |2 |10

S wird zerlegt: b, :=1 by, =b;+ max (1, Ly,)
(b; ist diec Anfangsposition eines Blocks i S)
Block: 1 2 3 4 5 6

Blocke sind TRs verwandt, denn wenn s der String ist den ein Block u beschreibt, dann besagt
die Blockeigenschaft, dal3 entweder sys (y 0 2*) oder s's (s' ein Prafix von s, so daf}
Ci:s's[1..i] = s) links des Blockanfangs von u in S erscheint.



3.2Lemmal & Lemma 2

Zwei Lemmata (siehe auch Crochemore 83 ,Crochemore 86 & Crochemore 94) stellen eine
direkte Verbindung zwischen Blécken und TRs her.

Lemma 1:

"Die rechte Halfte eines TR aa erstreckt sich maximal Uber 2 Blocke der LZ-Dekomposition.”

Man betrachte ein Gegenbeispiel:

‘ B | Y B Y
B Bin Bii,

Wie man in der Abbildung erkennt ist der Teilstring By zweimal in S enthalten. Der mittlere
Block B, der genau 3 umfasst ist jedoch nicht maximal nach der Def. eines Lempel-Ziv
Blocks, da By im Block B; vorkommt.

Lemma 2:
"Das linkeste Vorkommen jedes TR erstreckt sich tber mindestens 2 Blocke."

Hiermit ist gemeint, daf3 ein linkester (leftmost) TR nicht komplett in einem Block liegen kann.
Durch die Blockeigenschaft wird dies ausgeschlossen, denn wenn aa nur in einem Block liegt,
dann kommt aa nach Def. nochmals links des aktuellen Blocks in S vor, und kann also nicht
das linkeste Vorkommen von aa sein. Aus den beiden Lemmata folgt das nun folgende
Theorem.

3.2.1 Das Leftmost-Theorem
Leftmost-Theorem:
Es habe das linkeste Vorkommen des TR aa seinen Mittelpunkt 2 im Block B, dann gilt
entweder:
LM1 aa hat sein linkes Ende im Block B und sein rechtes Ende im Block B+1.
oder:
LM2 Die linke Halfte von aa berthrt den Block B-1, und méglicherweise auch Blocke

weiter links. (Das rechte Ende kann innerhalb von Block B oder im Block B+1
liegen.)

2 per Mittelpunkt eines TR ist durch das letzte Zeichen der linken Halfte von aa bestimmt, —8———1
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Man kann die gefundenen Regeln fir leftmost TR graphisch darstellen. In jedem der 2 Falle
berthrt die rechte Halfte eines TR (wegen Lemmal) entweder ein oder zwei Blocke. Wieviele
Blocke die linke Halfte eines TR berlhrt ist durch das Lemma jedoch nicht bestimmt. Ein
leftmost TR berlhrt wegen Lemma 2 mindestens 2 Blécke.

LM1

i

Fir LM1 ist die linke Halfte des TR (nach Voraussetzung) in einem einzigen Block enthalten.
Die rechte Halfte mul3 dann wegen Lemma 2 automatisch 2 Blocke beriihren. Fir LM2
kdénnen 2 Falle eintreten:

LM2
[0 4 o
Bi Bi+1
a)
[0 4 [0 4
B1 Bi+1
b)

Fir LM2 ist die linke Halfte des TR Uber 2 oder mehr Blocke verteilt. Daraus resultiert dann die
Méoglichkeit, daf3 die rechte Hélfte einen Block, wie in a) gezeigt, oder auch zwei Blocke, wie in
b) gezeigt berihren kann.
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3.3 Algorithmus la

Die Suche nach der linkstiberdeckenden Menge, also nach linkesten TR beschrankt sich auf
die durch das leftmost-Theorem gefundenen TR Typen. Der Algorithmus la findet aus-
schlie3lich den TR-Typ LM1, und der Algorithmus 1b die TR aus LM2. Zusammen finden sie
alle leftmost TRs in S.

Algorithmus 1a:

Fir k von 1 bis |B|
Letg=h, -k
Berechne k; als die langste Vorwartserweiterung fur die Positionen h, und q.
Berechne k, als die langste Riuckwartserweiterung fir die Positionen h, - 1 und g-1
Falls k; + k, =k und k; >0 :
Gib den TR (maximum(qg-k, , g-k+1), 2k) aus.

Im Bild (unten) ist die Funktionsweise des Algorithmus illustriert.

B B+1
K, ki k, ki ,
<—‘ 4—
h q h,

In der Zeichnung bezeichnen die Variablen h,q und h, Positionen in S, d.h. S[h] ist das h-te,
S[q] das g-te und S[h,;] ist das h;-te Zeichen in S. Mit den Pfeilen werden die langste
Vorwartserweiterung (Ruckwartserweiterung) der Positionen g und h, dargestellt, und k; und
k, bezeichnen die Lange dieser Erweiterungen. In der Schleife des Algorithmus wird g
beginnend bei der Position h; -1 nach links bis zur Position h bewegt, d.h. die Variable g nimmt
nacheinander die Werte h;-1, h;-2 ,h;-3, ..., h+1, h an. In jedem Schleifendurchgang werden
far g und h; die langste Vorwartserweiterung (Ruckwartserweiterung) berechnet. Aus k, und k,
kann bestimmt werden, ob ein TR vom Typ LM1 vorliegt. Wie schon in der Ab- bildung (oben)
gezeigt wurde hat dieser TR-Typ die Eigenschaft, dafl} seine rechte Halfte im Block B beginnt
und im Block B+1 aufhort. Die linke Halfte ist vollstdndig in B enthalten. Als erste Bedingung
far den TR mul3 dann gelten, daf’ k, > 0 ist, denn nur dann endet seine rechte Halfte im Block
B+1. Andererseits kann k; aber auch nicht gro3er als |B+1| werden, da sonst der Block B+1
nicht maximal ware. Die zweite Bedingung (k; + k, = k) besagt, daf? k, und k, eine bestimmte
Lange haben missen, damit ein TR vorliegt. Betrachtet man den Spezialfall, dal3 k, + k, = k
(= k; +k, =h; - q), so gewinnt man eine Vorstellung von der Lage eines TR in S.

Abbildung: (k; + k, = k)

Block B Block B+1
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Bei diesem Spezialfall beginnt der TR genau an der Position g-k, , und hat die Lange 2k.
Wenn jedoch k; + k, < k (= k; + k, < h; - q) liegt kein TR vor, denn die linke und die rechte
Halfte, die durch die Teilstrings S[g-k, ...g+k;] und S[h;-k, ...h,;+k;] gebildet werden stoRRen
nicht aneinander. Wenn k; + k, > k gilt gibt es zwei feinere Unterscheidungen, namlich

1. (k; > k) und 2. (k; > k).

2.Fall :

In der Zeichnung (unten) Uberlagert der k, Pfeil, der bei h; beginnt, den k, Pfeil, der an der
Position q beginnt. Es 1aRt sich also ein TR lokalisieren, dessen rechte Halfte durch den
Teilstring S[g..h;], und dessen linke Halfte durch den Teilstring S[g-k..g-1] gebildet wird.
Jedoch entspricht dieser TR nicht dem Typ LM1, denn er endet nicht in B+1. Es ist jedoch kein
Problem den linken Anfangspunkt des TR, um eine Position nach rechts zu verschieben (da k,
> 0, nach Voraussetzung), so dal3 der TR nun bei g-k+1 beginnt und Typ LM1 ist. Weiter sind
alle Teilstrings S[g-k+1+i..g+k+1+i] (1 <i < k;) LM1 TRs, die von (g-k+1, 2k) uberdeckt
werden. Hierin hat das maximum in der Zeile max((g-k, , g-k+1),2k) seine Bewandnis. Fur k, >
k wird g-k+1 als Anfangspunkt des leftmost TR ausgegeben.

B B+1
) K, ki >k, ki
‘q-k+1
ho gk q h,

1.Fall:

Wie in Fall 2 Uberlagert der k, Pfeil, der bei g beginnt, den k, Pfeil beginnend an Position h,
Auch hier &Rt sich unmittelbar ein TR ausmachen, der bei der Position g beginnt, bei Position
h,+k endet und die Lange 2k hat und der vom Typ LM1 ist. Jedoch ist auch S[g-k, ...h; +k-k;]
ein TR vom Typ LM1 (da k; > 0) der Lange 2k, und dieser TR Uberdeckt den TR, der an der
Position g beginnt, denn S[g-k,+i..h; +k-k,+i] (1 < i < k, ) sind alle TRs. SchlieZlich mufR3 in
diesem Fall also der TR (g-k, ,2k) als leftmost TR ausgegeben werden. Das linke Ende wird
auch vom Algorithmus zu max(g-k, , g-k+1) = g-k, berechnet, da nur k, < k ist.

B B+1
k1 . ki .
k2 k2
|g-k> y+k-k> |

h q h, h+k
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3.4 Algorithmus 1b

Algorithmus 1b:

Fir k von 1 bis |B| + |B+1|
Letg=h+Kk
Berechne k; als die langste Vorwartserweiterung fur die Positionen h und g
Berechne k, als die langste Riuckwartserweiterung fiir die Positionen h-1 und g-1.
Falls k; + k, =k und k; >0, k; >0 und max(h-k; , h-k+1) + k<h, :
Gib den TR (maximum(h-k, , h-k+1), 2k) aus.

Der Zeiger g wandert hier von der Position h ausgehend nach rechts bis zur Position h + |B| +
|B+1], und es wird wieder fur jede Position die langste Vorwarts- bzw. Rickwartserweiterung
der Positionen h und g berechnet. Algorithmus 1b geht ganz &hnlich fir TRs vom Typ LM2
vor, indem das Erkennen eines TR durch die Bedingung k; + k, = k erfolgt. Die Bedingung fur
einen TR vom Typ LM2 ist (vergl. 3.2.1), daf3 seine linke Halfte in irgendeinem Block < B
anféngt, und seine rechte Halfte im Block B oder im Block B+1 endet. Durch die Bedingung k,
> 0 wird sichergestellt, da® der TR im Block B-1 anfangt. Die Zeile max(h-k,, h-k+1) bestimmt
ahnlich wie in 1a den Anfang des TR. Durch die Bedingung max(h-k, , h-k+1) + k < h, wird
erzwungen, dald seine rechte Halfte wie in LM2 gefordert im Block B beginnt.

Fallunterscheidung:

Fall 1: (k, + k, = Kk)
Der Anfang des TR ist h-k, , wie man aus dem Bild (unten) ablesen kann. Das wird auch durch
den Algorithmus berechnet, da max(h-k, , h-k+1) = h-k, , denn k > k,

B B+1
B SEERGE Gl BN
= <—‘2
i q h

Fall 2: (k, + k, = k Ok, = k)
Dieser Fall ist identisch zum Fall 2, der fur 1a betrachtet wurde (vergl. die Abbildung von Fall 2
fur Algorithmus 1a).

B B+1
) K, ki > Ky ki
Dicrl
hic A q h,

Zwar ist schon (h-k,2k) ein TR, der aber die Bedingung k; > 0 nicht erfillt. Der TR (h-k+1,2Kk)
Uberdeckt alle TRs (h-k+1+i,2k) (1 <i < k;) und ist deshalb leftmost-TR.
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Fall 3: (k, + k, =2 k Ok; = k)
Aus denselben Grinden wie schon im Fall 1 (Algorithmus 1a) beschrieben muf3 h-k, als
Anfang des leftmost TR ausgegeben werden.

B B+1
ki ki .
| %
Tt PEST
h q h+2k h,

Zwar ist (h,2K) ein TR, der die Bedingung k, > 0 aber nicht erfullt. Der TR (h-k, ,2k) Uberdeckt
alle TRs (h-k;, +i,2k) 1 <i < k, und deshalb leftmost TR.

3.5 Phase 2 - Markieren einer Teilmenge des Vokabulars

Nachdem mit den Algorithmen 1a + 1b die Menge aller leftmost-TRs erkannt wurde wird in der
zweiten Phase die Menge aller Tandem-Repeat Typen (im folgenden Q) im Suffix-Baum T(S)
markiert. Um die Laufzeitschranke von O(n) einzuhalten wird in zwei Schritten zuerst eine
Teilmenge Q' von Q markiert, und dann in Phase 3 mit einem Suffix-Walk die gesamte Menge
Q in T(S) erfasst.

3.5.1 Bottom-up-parse

Das Ziel des folgenden Algorithmus (bottom-up-parse) ist es die gefundenen leftmost-TRs aus
Phase | im Suffixbaum von S zu markieren. In Beispiel (unten) wird gezeigt wie diese
Markierung aussieht.

Beispiel: S=ababababcc$ , P = {(1,8)= abababab, (1,4) = abab}

In der Zeichnung bedeutet die Markierung 2 auf der Kante (u,v), da ein TR (namlich (1,4) =
abab) zwei Zeichen entfernt vom Knoten u aus gerechnet auf der Kante (u,v) endet. Genauso
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bedeutet die 2 auf der mit abcc beschrifteten Kante, da® der TR (1,8) 2 Zeichen vom Knoten
oberhalb entfernt endet. D.h. an Hand der Ziffern weil3 man wie weit man von der Wurzel aus
laufen muf bis man einen TR erreicht hat. Auf diese Weise werden TRs in T(S) gespeichert,
und die lookup-Operation aller gespeicherten TRs gelingt in O(n) z.B. durch eine DFS-
Traversierung.

Eine Implementierung ist jedoch nicht ohne weiteres mdglich, da die gewilnschte
Laufzeitschranke (O(n)), also das Ziel fir den Algorithmus eingehalten werden muf. Der
bottom-up Algorithmus traversiert den Suffixbaum von jedem Blatt bis zur Wurzel, und benutzt
dabei Listen von TRs, die an der Position i in S beginnen. Im Beispiel (oben) war dies z.B. die
Liste P, Wenn diese Liste (absteigend) sortiert ist3, dann kann man vom Blatt des Suffix,
rekursiv zur Wurzel laufen, und an Hand der Lange der Knotenmarkierungen feststellen, wo
genau ein TR endet.

Algorithmus: (bottom-up-parse)

0. Fiir i= 1 bis |S|

1. P(v) := P; (Das Blatt von Suffix; erhalt die Liste P;,
2. Furi= 1 bis |S|
3. Solange bis P(v) = {} oder | < D(u):

Sei (i,I) der TR am Kopf der Liste P(v)

Falls | > D(u) (Der TR (i,l) endet im Knoten v oder innerhalb der Kante (u,v)}
dann
1. Schreibe den Wert I-D(u) an die Kante (u,v), um anzuzeigen, daf3 (i,l)
D(u) Zeichen entfernt von u auf der Kante (u,v) endet.
2. Entferne den TR (i,l) aus der Liste P(v)

4. Setze u:= Vater von Knoten u im Suffixbaum, v := u

Beispiel:

In der Abbildung oben ist die Startkonfiguration des Algorithmus fir Suffix, und Suffix,
dargestellt. An den Knoten steht in ovalen Kastchen jeweils die Lange der Knoten-
beschriftung (D(u)) und die Knoten u und v aus dem Algorithmus sind eingezeichnet, wobei
jeweils v die Liste P(v) erhalt. Die Berechnung findet fur Suffix, und Suffix; quasi gleichzeitig
ab.

3 Man kann diese Listen in Phase 1 in O(n) erzeugen. vergl. G&S S.12 Lemma 3
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1.Schritt
Berechnung (Suffix,):
1. P(v)={(1.8), (1.4} #{}
2.(,)=(,8),D(u)=10,1=8 O D(u)>I
Berechnung (Suffixs):

1.PW={GB.4)} #{}
2.(,l) = (3,4), D(u) =8, 1=4 O D(u) >

2.Schritt

PWM={(,8),(1,4)} 2

Berechnung (Suffix, ):

1. P(v)={(1,8), (1.4} =#{}
2. () = (1,8), D(u) = 6, 1=8 O 1> D(u)
3. P(v) := {(1,4)}

Berechnung (Suffix; ):

1.PW={GB.4)} #{}
2. ()= (3,4), D(u) =8, 1=4 O D(u) >

3. Schritt

Um die Laufzeitschranke von O(n) einzuhalten muf3 der bottom-up-parse erst alle Kinder-
knoten v eines Knotens u abarbeiten bevor er beim Knoten u weitermachen kann. Sonst
wirden viele Knoten mehrfach besucht werden, und die Laufzeit wére im worst-case flr einen
vollstandigen binaren Baum 2! -1 * log (n+1) = O(n log n). Es tritt jetzt im bottom-up
Algorithmus das Problem auf, dal die P; -Listen der Kinderknoten zu einer einzigen Liste
zusammengefasst, und deswegen sortiert werden mussen. Das ist jedoch mit einer Laufzeit
Q(nz) far alle Listen im Suffixbaum verbunden. Um dies zu vermeiden wird stattdessen bevor
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der bottom-up-Algorithmus startet jeder Knoten x im Suffixbaum mit der kleinsten Blatt-
nummer markiert (vergl. Beispiel unten), die im Teilbaum mit Wurzel x vorkommt. Anstatt die
Listen der Kindknoten zusammenzufiihren, wird die Liste des Kindknotens u mit der kleineren
Blatthummer ausgewahlt, und an u weitergegeben. Im Beispiel (oben) ware das dann die Liste
von Suffix, Diese Liste hat die Eigenschaft, dal} die TRs die in ihr enthalten sind am weitesten
links von allen TRs, die in den Kinderlisten enthalten sind, stehen. Es kann gezeigt werden
(G&S S.16 Theorem 4), dalR die so ausgwahliten Listen von TRs ausreichend sind, um spéater
in Phase 3 das gesamte Vokabular in T(S) zu markieren. Die Methode mit der dies
bewerkstelligt wird ist der Suffix-Walk.

Beispiel: Kleinste Blatthummern im Suffixbaum

3.6 Phase 3

Suffix-Walk:
Die ldee bei einem Suffix-Walk a3t sich einfach beschreiben:

Gegeben der TR aa = abbaabba. Eine Rechtsrotation von aa bedeutet das erste Zeichen des
TR am Anfang wegzunehmen und am Ende wiederanzufiigen. So entsteht aus aa a'a'=
bbaabbaa, also wieder ein TR.

Im Paper wird gezeigt (G&S S.16 Theorem 4), dal3 die Menge Q', d.h. die Menge der leftmost-
TR, die in Phase 2 im Suffixbaum markiert worden sind die Eigenschaft haben, daf3 jeder
andere TR im Vokabular von S (ber eine Folge von Rechtsrotationen erreichbar ist. D.h. wenn
es moglich ist die Operation Rechtsrotation auf dem Suffixbaum von S auszufuhren, dann ist
es auch moglich das gesamte Vokabular in T(S) an Hand von Q' zu markieren. Diese
Operation wird durch den sog. Suffixwalk erfullt.
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Suffix-walk:

In der Zeichnung ist im linken und im rechten Pfad nichts anderes zu sehen als das, was als
Rechtsrotation vorgestellt wurde. Auf dem linken Pfad ist ein leftmost-TR, der in Phase 2
schon markiert wurde mit der Beschriftung awf3 eingetragen. Dieser TR endet in diesem
Beispiel 4 Zeichen vom Knoten u entfernt. In Phase 3 ist dieser TR der Startpunkt fir den
Suffix-Walk. Der Suffix-Walk beginnt an der Wurzel, und nimmt sobald er den Knoten u
erreicht den Suffix-Link zum Knoten u'. Dieser Knoten hat nach Def. die Eigenschaft, daf}
seine Knotenmarkierung gerade w ist. Von u' aus lauft der Suffix-Walk weiter nach unten im
Baum und geht den Pfad, der gerade 3 entspricht. (Nach der Def. des Suffixbaums gibt es
immer einen solchen Pfad !). Dann muf3 jedoch das Zeichen a gefunden werden, damit die
Rechtsrotation komplett ist. Dazu mussen alle Pfade, die hinter wl3 beginnen getestet werden.
Bei Erfolg wird der neu gefundene TR in T(S) makiert, und es wird weiter rechtsrotiert, jetzt
allerdings ausgehend von der Wurzel Gber den Pfad wf3a, d.h. dem neu gefundenen TR. Die
Rotationen werden solange wiederholt bis eine Rotation erfolglos endet. Dann wird der
nachste TR aus der Menge Q' abgearbeitet.

V. Anwendungen

4.0 Anwendungen

Nachdem der Suffixbaum eines Strings mit dem Vokabular der Tandem-Repeats markiert ist,
lassen sich verschiedene Fragen Uber TR in S in linearer Laufzeit beantworten. So z.B. die
Frage nach dem kirzesten bzw. langsten TR, der an Position i in S beginnt. Die Frage nach
allen Vorkommen von TRs in S lat sich leicht beantworten, wenn man im markierten
Suffixbaum T(S) jeweils von der Position an der ein TR-Typ endet zu allen Blattern in diesem
Teilbaum herabsteigt. Jede Nummer an einem Blatt gibt die Position an, an der dieser Typ
nochmals vorkommt. Ein DFS &hnlicher Algorithmus benétigt dafir O(n) Laufzeit. Der
Algorithmus laRt sich auRerdem gut auf die Behandlung von Tandem Arrays erweitern.
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