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1. Allgemeine Einleitung

Diese Ausarbeitung zum Thema ,Phylogenie in der Bioinformatik* behandelt zwei
Veroffentlichungen ,,The Splits in the Neighborhood of a Tree* und ,,A Classification of
Consensus Methods for Phylogenetics®. Beide Veroffentlichungen sind von Prof. David
Bryant verfasst, der zurzeit am McGill Centre fiir Bioinformatik der Universitit von
Montreal, Kanada titig ist.

Der Raum aller phylogenetischen Biume ist sehr komplex und wéchst iiberexponentiell in der
Anzahl der Blitter. In ,,The Splits in the Neighborhood of a Tree* wird eine Mdoglichkeit
aufgezeigt die Suche im Raum aller Biume leichter handhabbar zu machen. Phylogenetische
Bdume werden durch die Menge ihrer Splits dargestellt. Die Splitnachbarschaft eines festen
Baumes wird zum Ausgangspunkt der Suche.

Zunachst werden vier verschiede Baummetriken vorgestellt, mit denen der Abstand zwischen
zwel Bdumen auf einem identischen Taxaset ausgedriickt werden kann. Die Splits, die in der
Nachbarschaft eines festen Baumes vorkommen, werden charakterisiert. Es wird untersucht,
in welchem Mal} die GroBe einer festen Splitnachbarschaft mit der Anzahl der Blitter
anwichst. Bei den gesamten Betrachtungen werden kombinatorische, jedoch keine
biologischen Aspekte behandelt.

In ,,A Classification of Consensus Methods for Phylogenetics* werden verschiedene
Consensusmethoden vorgestellt. Diese Methoden erhalten jeweils eine Sammlung
phylogenetischer Bidume auf einem festen Taxaset als Eingabe und geben einen
“repriasentativen* Baum zuriick. Des Weiteren werden Gemeinsamkeiten und Unterschiede
zwischen den Methoden aufgezeigt, was letztlich zu einer Klassifizierung der Methoden fiihrt.

2.  The splits in the Neighborhood of a Tree

2.1. Einleitung

Phylogenese ist die Stammesentwicklung der Lebewesen im Verlauf der Erdgeschichte. Einer
der zentralen Aspekte in der Phylogenie ist daher die Rekonstruktion phylogenetischer Baume
fiir ermittelte Daten. Dies sind z.B. morphologische, anatomische und vor allem
Sequenzdaten verschiedener, *verwandter’ Organismen. Zur Rekonstruktion phylogenetischer
Bédume gibt es zwei hauptsidchliche Gruppen von Methoden: die distanzbasierten Methoden
wie UPGMA und Neighbor-Joining und Merkmalbasierte Methoden wie Maximum
Parsimony und Maximum Likelihood.

Um den phylogenetischen Baum zu finden, der eine fiir einen Baum gegebene Funktion
maximiert, oder unter Bayesianischem Ansatz, der einen Baum mit der groften posterior
Wahrscheinlichkeit besitzt, muss der Raum aller moglichen phylogenetischen Biume auf
einem festen Taxaset durchsucht werden. Hier ergibt sich das Problem, das dieser Raum aller
Bédume sehr komplex ist und iiberexponentiell mit der Anzahl der Blitter im Baum anwichst.
Aus diesem Grund durchsuchen Suchalgorithmen die Nachbarschaften im Raum der Biume.
Dies hat die Motivation, dass Bdume mit groer Likelihood oder auch Bdume, die dhnliche
Werte auf einer gegeben Funktion erzielen, dazu neigen in Anhdufungen vorzukommen. Es
stellt sich allerdings die Frage, wie die Nachbarschaften von Baumen zu definieren sind! In
diesem Zusammenhang werden spéter vier verschiedene Metriken vorgestellt, die verschieden
Splitnachbarschaften definieren.



Es gibt mehrere Moglichkeiten den Raum aller Bdume handhabbarer zu machen. Die
Grundidee ist erst einmal die Dekomposition der Biume in Mengen von Splits. Splits, das
sind Bipartitionen, die durch das Entfernen einer Kante im Baum erzeugt werden. Hierbei ist
es wichtig, dass ein Baum durch die Menge aller seiner Splits eindeutig bestimmt ist (gemeint
ist die Topologie des Baumes).

Diese Vereinfachung bringt wichtige algorithmische Folgen mit sich. So wurde zum Beispiel
gezeigt, dass durch das Erzwingen einer ,,Baum-Suche* auf diejenigen Bdume, die eine
bestimmte Menge von Splits enthalten, NP-harte Optimierungsprobleme in polynomieller
Laufzeit gelost werden konnen.

Wenn die Splits in der Nachbarschaft eines Baumes verstanden werden, kann diese
Information dazu genutzt werden effizientere Suchalgorithmen zu entwerfen.

Ziel ist es die Splits in der Nachbarschaft eines Baumes anhand der vier am hiufigsten
genutzten Metriken zu charakterisieren. Dies wird in einem Fall zu einer exakten Formel fiir
die Anzahl der Splits in der Nachbarschaft eines Baumes fiihren, in anderen Fillen zu
asymptotischen Schranken in Abhéngigkeit der Blitterzahl des Baumes.

2.2. Terminologie

Im Folgenden beschiftigen wir uns, wenn nicht anders erwihnt, mit ungewurzelten,
phylogenetischen, bindren X-Bdumen. X ist dabei die Menge aller Blétter des Baumes. Fiir
einen Baum allgemein gilt, dass er keine Knoten von Grad zwei (zwei inzidente Kanten)
haben kann. Ein binédrer (oder auch fully resolved) Baum hat fiir jeden inneren Knoten genau
drei inzidente Kanten.

Sei T ein bindrer X-Baum, so wird die Menge der inneren Knoten von T mit V°(T) und die
der inneren Kanten mit E°(T) bezeichnet.

Ein Split AIB von X ist eine Partition in zwei nichtleere Teilmengen A und B. Die Splits, die
einen X-Baum T beschreiben, erhidlt man jeweils durch das Entfernen einer Kante e des
Baumes. Der Split, der durch das Entfernen der Kante e erhalten wird, ist mit dieser Kante
assoziiert.

Die Menge aller Splits des X-Baumes T werden mit X (T) bezeichnet.
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Fig.1: T ist ein bindrer phylogenetischer X-Baum auf der Menge X.
X (T) bezeichnet die Menge aller Splits von T.

Eine Menge S von Splits iiber der Menge X ist kompatibel, wenn sie in X(T) eines beliebigen
Baumes T enthalten ist.

Fiir jede Menge S von kompatiblen Splits gilt:

fiir je zwei Splits AIB und CID aus S ist eine der Schnittmengen ANC, AND, BNC, BND leer.
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Fig. 2: T ist ein bindrer phylogenetischer X-Baum. Die gelben Flidchen kennzeichnen
jeweils die nichtleeren Schnittmengen ,,ANC, AND, BNC, BND*.

Die r-Nachbarschaft eines bindren phylogenetischen X-Baumes T ist folgendermalien
definiert: Sei zuerst einmal UB(X) die Menge aller binédren phylogenetischen X-Bdume und d
eine auf UB(X) definierte Metrik.

Die r-Nachbarschaft von T in Abhingigkeit von d ist die Menge aller bindren X-Bédume, die
in der Metrik d einen Abstand kleiner gleich r zu T besitzen. Die r-Nachbarschaft von T wird
mit Ny(T,r) bezeichnet.

N, (T,r)={T'e UB(X):d(T,T") <1}

Die Split Nachbarschaft von T ist die Menge aller Splits, aus der jeder Split in mindestens
einem Baum aus der r-Nachbarschaft von T enthalten ist. Die Split Nachbarschaft von T in
der Metrik d und dem Baumabstand r wird mit S4(T,r) bezeichnet.

Sy(T.r)={AIB:3T'e N,(T,r),A|Be X(T")
= Y =m

TeNg(Tur)

2.3. Baum Metriken
2.3.1. Die Robinson-Foulds Metrik (partition metric)

Die Robinson-Foulds Metrik ist eine der einfachsten Baummetriken. Der Abstand zwischen
zwel X-Biumen T; und T,, drp(T;,T>), ist der Betrag der symmetrischen Distanz der Splits
beider Bdaume.

dre(T1,T2) =2 IZ(T)) A Z(To)l = Y2 IZ(T) — Z(To)l + Y2 12(T2) — Z(T))l

Die Robinson-Foulds Distanz zwischen zwei phylogenetischen X-Bdumen kann in Zeit O(IXI)
berechnet werden.

Die Robinson-Foulds Metrik kann auf Baume mit gewichteten Kanten erweitert werden. Jede
Kante des betrachteten Baumes besitzt ein positives Gewicht bzw. eine Linge. Um die
Distanz zwischen zwei gewichteten Baumen T; und T, zu berechnen, wird jedem Split AIB
aus 2(Tj), 1 = 1,2, das Kantengewicht seiner assoziierten Kante zugeordnet. Das Gewicht der
Kante, durch deren Entfernen der Split AIB entsteht, wird mit w;(AIB) bezeichnet. Alle Splits
von X, die weder in T noch in T, vorkommen erhalten ein Kantengewicht von 0.



Die gewichtete Robinson-Foulds Distanz d,, ist nun wie folgt definiert:

d,(T,,T,) = > 1w (AIB)-w,(AIB)I

AIBEX(T)UZ(T,)

2.3.2. Die Nearest Neighbor Interchange Metrik

Die Nearest Neighbor Interchange Metrik basiert auf der Nearest Neighbor Interchange (NNI)
Operation. Die NNI kann an einer beliebigen inneren Kante e eines X-Baumes T stattfinden.
Durch Entfernen der Kante e und der zu e inzidenten Knoten u und v, erhilt man vier
Teilbdume iiber den Mengen A, Ay, A3 und A4. Je zwei dieser Teilbdume befinden sich in T
in der gleichen Komponente von (T — e). Durch eine NNI Operation werden zwei dieser
Teilbdaume, die sich jeweils in verschiedenen Komponenten von (T — e) befinden

ausgetauscht.
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Fig. 3: Baum T kann durch eine NNI Operation an Kante e in zwei verschiedene Baume, T, oder T,,
umgewandelt werden. Die Dreiecke reprisentieren Teilbdume tiber den Mengen A;.

Fiir jeden bindren X-Baum T mit n Blattern gilt, dass es genau 2(n-3) viele X-Bdume mit der
Robinson-Foulds Distanz gleich Eins zu T gibt. Dies erklirt sich folgendermalen:

(n-3) ist die Anzahl der inneren Kanten in einem binidren X-Baum mit n Blittern. Weiterhin
gibt es 2 Moglichkeiten eine NNI Operation an einer festen Kante e durchzufiihren (Fig. 3).
Durch eine NNI Operation an T wird genau ein Split aus X(T) durch einen anderen ersetzt.
Hierbei handelt es sich jeweils um den Split, der mit der Kante e assoziiert ist. Folglich sind
2(n-3) NNI Operationen moglich, die jeweils einen anderen X-Baum T; erzeugen, der sich
genau in einem Split von T unterscheidet. Dies entspricht einem Robinson-Foulds Abstand
von eins.

Jeder bindre X-Baum T; kann durch eine Folge von NNI Operationen in jeden beliebigen
bindren X-Baum T, iiberfiihrt werden. Die Nearest Neighbor Interchange Distanz dnni(T;,T2)
zwischen zwei X-Bdumen T; und T, ist die kleinstmogliche Anzahl von NNI Operationen, die
benotigt wird um T in T, zu iiberfithren. Die Bestimmung von dnni(T;,T) ist NP-hart (Das
Gupta et al.).

Es gilt: dnni(T1, T2) > dre(Ti, To).

Es gibt keinen Fall, fiir den dnni(T), T2) kleiner als drp(T;, T,) ist, da es durch eine NNI
Operation nur moglich ist genau einen Split aus X(T;) zu verdndern. Umgekehrt gibt es jedoch
den Fall, dass dxni(Ty, Tz) > dre(Ty, T2). Hierbei ist es notig auf dem Weg von T, nach T,
(iiber eine Folge von X-Biaumen T’;, wobei T’j;; durch eine NNI Operation von T’; aus
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erreicht wird) eine NNI Operation von T’; nach T’i;; durchzufiihren, bei der ein Split
A1Be¢ X(T,) in einen Split A'I B'¢ X(T,) umgewandelt wird (Fig. 4).
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Fig. 4: In diesem Beispiel ist dgp(T;,T) = 2 und dyni(T;,T2) = 3. In der ersten hier dargestellten NNI Operation
wird der Split AUBICUDUE¢ E(TZ) durch den Split AUCIBUDUE¢ Z(Tz) ersetzt.

2.3.3. Die Subtree Prune and Regraft Metrik

Die Operation in der Subtree Prune and Regraft (SPR) Metrik besteht aus drei Schritten:
Zuerst wird eine Kante {u,v} aus dem gegebenen X-Baum T ausgewihlt und entfernt. Dabei
entstehen zwei verbundene Teilbdume T, und T, (enthalten jeweils den Knoten u bzw. v). Im
nichsten Schritt wird eine Kante im Teilbaum T, ausgewdhlt. Auf ihr wird ein neuer Knoten
w eingefiigt. Im letzten Schritt werden u und w durch eine neue Kante verbunden und alle
Knoten im Baum mit nur zwei inzidenten Kanten unterdriickt.
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Fig. 5: Darstellung der Schritte in einer SPR Operation: Die Kante {u,v} wird entfernt. Es entstehen
zwei Teilbdaume T, und T,. Eine Kante in T, wird zweigeteilt, indem sie einen neuen Knoten erhilt.
Der neue Knoten wird mit u verbunden. Alle Kanten mit einem Grad von zwei werden unterdriickt.

Die Subtree Prune and Regraft Distanz zwischen zwei Bidumen T; und T, dspr(T;,T2)
entspricht der minimalen Anzahl an SPR Operationen, die benétigt werden um T, in T, zu



tiberfithren. Die Berechnungskomplexitit von dspr(T;,T2) ist noch nicht im Detail bestimmt.
Es wird jedoch vermutet, dass sie ebenfalls NP-hart ist.

Jede NNI Operation ist auch eine SPR Operation das heil3t, dass zwei Bdume T; und T, mit
dani(T1,T2) = 1 auch eine SPR Distanz von eins haben. Zusétzlich sind durch eine SPR
Operation auf T; auch Biume zu erreichen, fiir die man mehrere NNI Operationen bendtigen
wiirde. Es fOlgti dSPR(Tl,Tz) < dNNI(Tl,Tz).
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Fig. 6: Darstellung der Auswirkung einer NNI Operation durch eine SPR Operation.

2.3.3. Die Tree Bisection Reconnection Metrik

Die Tree Bisection Reconnection (TBR) Operation ist eine Erweiterung der SPR Operation.
Der Unterschied zwischen den beiden Operationen besteht darin, dass in jedem Teilbaum, T,
und T, der durch das Entfernen der Kante {u,v} entsteht, ein weiterer Knoten auf je einer
beliebigen Kante eingefiigt wird. Die beiden neuen Knoten werden durch eine neue Kante
verbunden und alle Knoten vom Grad zwei werden unterdriickt. Besteht einer der Teilbdume
T; aus nur einem Knoten, so wird dieser im Reconnection Schritt durch eine neue Kante mit
dem neu erzeugten Knoten in dem anderen Teilbaum verbunden.

23-Eae_2] Ea
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Fig. 7: Die Kante {u,v} wird entfernt, wodurch zwei Teilbdume entstehen. Jeder Teilbaum erhilt
einen neuen Knoten auf einer beliebigen Kante. Die Teilbdume werden iiber eine neue Kante
zwischen den beiden neuen Knoten verbunden.

A3

A2
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Die Tree Bisection Reconnection Distanz zwischen zwei Baumen T; und T, drgr(Ti,T5) ist
die minimale Anzahl an TBR Operationen, die benotigt wird um T; in T, zu iiberfithren. Die
Berechnung von dygr(Ti,T>) ist ein NP-hartes Problem (B.L. Allen und M. Steel, Subtree
transfer operations and their induced metrics on evolutionary trees).

Da jede SPR Operation auch durch eine TBR Operation dargestellt werden kann folgt:
drer(T},T2) < dspr(T1,T2).



2.4. Splits in den Nachbarschaften der vorgestellten Metriken
2.4.1. Splits in der Robinson-Foulds Nachbarschaft

Ziel ist es nun die Anzahl der Splits in der Robinson-Foulds Nachbarschaft in Abhédngigkeit
der Anzahl der Blitter eines Baumes zu bestimmen. In diesem Fall werden wir eine
asymptotische Schranke fiir die Anzahl der Splits in Abhingigkeit der Blattzahl erhalten.
Hierzu ist es jedoch zuerst notig bestimmte Eigenschaften der Splits zu zeigen.

Sei T ein bindrer X-Baum und AIB ein Split von X. Fiir diesen Split gilt einer der beiden
folgenden Fille: AIBe X(T) oder AIB¢ X(T). Wenn AlBe X(T) gilt, ist AIB paarweise

kompatibel mit jedem Split aus Z(T). Gilt jedoch AlIB¢ X(T), so ist AIB paarweise

inkompatibel mit einigen Splits aus X(T). IX(T)l ist die maximale Anzahl an kompatiblen
Splits von T. Die paarweise mit AIB inkompatiblen Splits aus X(T) werden im Folgenden die
mit AIB im Konflikt stehenden Splits aus X(T) oder als ,,conflicting splits* bezeichnet.
Entsprechend dazu heilen die Kanten, die zu einem ,conflicting split“ assoziiert sind
,conflicting edges* oder im Konflikt mit AIB stehende Kanten.

In diesem Zusammenhang ist zu bemerken, dass generell nur innere Kanten im Konflikt zu
einem Split AIB stehen konnen. Die restlichen Kanten verbinden jeweils nur ein einzelnes
Element a der Menge X mit allen iibrigen Elementen der Menge X (X \ {a}) und sind daher in
jeder Menge X(T’), mit T” ein bindrer X-Baum, enthalten.

f e f e

{a,b,ch|{d,e f}e ET)

Fig. 8: Beispiel zur Darstellung der mit dem Split {a,b,c}|{d,e,f}im Konflikt
stehen den Kanten aus T. Die ,,conflicting edges* sind rot gekennzeichnet.

Lemma 2.1.:
Sei T ein bindrer X-Baum und AIB ein Split von X, dann gilt: Die mit AIB im Konflikt
stehenden Kanten von T bilden einen verbundenen Subgraph.

Beweis:

Gibt es nur eine einzige Kante, die mit AIB im Konflikt steht, so ist der entsprechende aus
einer Kante bestehende Subgraph zwangsldufig zusammenhédngend. Gibt es jedoch mehr als
eine Kante die mit AIB im Konflikt steht, wird folgendes Vorgehen gewihlt:

e; und e sind zwei mit AIB im Konflikt stehende Kanten. e, e,, €3, ..., e sind die Kanten auf
dem Weg von e; nach ex im Baum T. Es soll nun gezeigt werden, dass die Kanten e, e3, ...,
ex.1 auch im Konflikt mit AIB stehen.



Fig. 9: Verdeutlichung der Vorangehensweise: Beispiel: Es ist bekannt, dass AIB im Konflikt mit e,
und e, steht. Es soll nun gezeigt werden, dass AIB auch im Konflikt mit e, und e; steht.

Firallei=1, 2, ..., kist X;lY; der mit e; assoziierte Split, wobei gilt: X, c X, c ...c X, . Da
X;lY; Bipartitionen von X sind gilt umgekehrt: Y, c Y, , c ..CY,.

Zu Beginn wurde davon ausgegangen, dass e; mit AIB im Konflikt steht. Aus diesem Grund
gilt: Es gibt ein ae X, (1A und ein be X, [1B. Da e ebenfalls im Konflikt mit AIB steht,
gilt analog: Es gibtein a'e Y, (1A undein b'e Y, (B.

Aufgrund der Teilmengenbedingung fiir X; bzw. Y; (Vie({l,2,..k}) gilt fir alle
ie{l,2,...k}: Es gibt ein ae X, (1A, ein be X,1B, ein a'€ Y,(1A und ein b'e Y,(1B.
Damit stehen die Splits XjlY; fiir alle i€ {1, 2, ...k} im Konflikt mit dem Split AIB. O

Fig. 10. Die Beweisidee ist hier an einem Beispiel verdeutlicht.
Es ist bekannt, dass der Split AIB mit den Kanten e, und e, im Konflikt steht. Es gibt daher

ein a € XlﬂA,ein be XlﬂB,ein a'e Y4ﬂA und ein b'e Y4ﬂB mit a,a'€ A und b, b'e B.

Aufgrund der Teilmengenbedingung fiir X; bzw. Y; folgt Vie {1,2,3,4}:
Es gibtein a € Xi NA,ein be Xi N B,ein a'e Yi N A undein b'e Yi NB.
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Es gibt eine konstruktive Charakterisierung der Menge aller Splits, die jeweils mit genau allen
Kanten eines gegebenen zusammenhingenden Subgraphen des X-Baumes T aus den Kanten
der Menge E’ mit E'c E°(T) im Konflikt stehen.

Sei V' die Menge aller Knoten, die zu mindestens einem der Knoten in E’ inzident sind.
II(E’) = AjlAsl ... |Ag sei die Partition der Menge X, die durch Komponenten von (T-V’)
erzeugt wird. Zwei Blocke A; und Aj dieser Partition sind adjazent, wenn sie sich in der
gleichen Zusammenhangskomponente von (T-E’) befinden.

Um alle Splits, die mit dem geforderten Subgraphen aus den Kanten in E’ in Konflikt stehen,
zu erhalten muss folgende Anweisung ausgefithrt werden: Bilde alle moglichen
Splitkombinationen aus den Blocken A; mit der Einschrinkung, dass adjzente Blocke nicht in
der gleichen Menge (A bzw. B) des Splits AIB vorkommen diirfen.

Das Vorgehen ist im folgenden Beispiel verdeutlicht:

; “ﬂ/i
‘; | <Y

AT

Af

Fig. 11: Gegeben ist ein X-Baum T mit einer Menge von Kanten E’ (griin), die einen zusammenhidngenden
Subgraphen von T bilden. Zusitzlich ist ein Split dargestellt (blaue und weifle Teilmenge von X), die genau mit
allen Kanten aus E’ im Konflikt stehen. v ist ein im Konflikt stehender Knoten (2.4.2.).

Fiir Beispiel aus Fig. 11 gilt:
II(E’) = A1lAxlA3IA4IASIAGlA7 , adjazente Blocke: {Al, A2}, {A3, A4}, {A6, A7},
Die folgenden Splits stehen im Konflikt mit jeweils allen Kanten aus E’:

[ATUA3U A6} I{A2UA4UATUAS)
[ATUA3UAT7}I{A2UA4U A6UAS)
[ATUA4UA6}I{A2UA3UATUAS)
[AIUA4UAT}{A2UA3UA6UAS)
(A2UA3U A6} {ATUA4UATUAS)
(A2UA3UATH{ATUA4UA6UAS)
(A2UA4UAGYI{ATUA3UATUAS)
(A2UA4UATYIH{ATUA3UA6UAS)

Allgemein gilt fiir die Anzahl der Splits, die jeweils mit den Kanten E’ eines
zusammenhéngenden Subgraphen im Konflikt stehen folgende Formel:

2.2.
2a+b—1

Hierbei ist a gleich der Anzahl aller Paare von adjazenten Blocken {A;, A} und b gleich der
Anzahl aller Blocke Aj;, die zu keinem anderen Block A; adjazent sind.
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Die Formel erklért sich folgendermal3en:

2@ ist die Anzahl der verschiedenen Kombinationsmdglichkeiten zur Belegung eines Feldes
mit a vielen Positionen, wenn man davon ausgeht, dass jede Position jeweils nur zwei
verschiede Werte annehmen kann. Diese Werte entsprechen jeweils einem der beiden Blocke
(Aj oder Ay) aus einem Paar von adjazenten Blocken {A;, A;-}.

Wenn man davon ausgeht, dass alle Elemente eines Feldes Elemente der Menge A des Splits
AIB sein sollen (B = X/A), so miissen in einem Feld mindestens a viele Elemente enthalten
sein (alle adjazenten Blocke miissen getrennt sein).

Bis jetzt wurde angenommen, dass alle der Blocke A;, die zu keinem anderen Block A
adjazent sind, in der Menge B enthalten sind. Dies ist zwar moglich, jedoch nicht gefordert.
Jeder dieser Blocke kann (und muss) jeweils einmal in jeder Menge A und im anderen Fall in
der Menge B enthalten sein. Es ergibt sich somit ein weiterer Faktor 2%,

Bisher wurde nun allerdings auBler Acht gelassen, dass zwei Splits AIB und BIA nicht
verschieden sind. Das heit jeder Split wurde doppelt gezihlt. Die Formel muss um den
zusitzlichen Faktor (1/2) erweitert werden. Es folgt: 2840 /5

Mit diesem Vorwissen konnen nun die Splits in der Robinson-Foulds Nachbarschaft
charakterisiert werden.

Theorem 2.3.:
Sei T ein bindrer phylogenetischer X-Baum. Ein Split AIB ist genau dann in Sgg(T,r), wenn er
mit hochstens r Kanten im Konflikt steht.

Beweis:
=  Angenommen A|Be X(T') und dpe(T,T)<r. In diesem Fall gibt es hochstens r

viele Splits in X(T) — Z(T*). Da AIB mit allen Splits aus X(T*) kompatibel ist folgt:
AIB ist kompatibel mit allen Splits aus Z(T) mit Ausnahme von hochstens r vielen.

Fig. 12: Split AIB ist mit den Splits aus X(T) mit Ausnahme der
Splits aus Z(T) — Z(T*) kompatibel. IZ(T) - Z(T*)I<r
Der Fall AIBe Z(T) Z(T°) ist hier nicht dargestellt.

<  Angenommen A[B steht hochstens im Konflikt mit r vielen Kanten aus T. S ist die
zugehorige Menge von Splits aus X(T), die mit AIB im Konflikt stehen(S < X(T)).

Es folgt: (X(T)-S)U{AIB} ist kompatibel. Es gibt einen bindren X-Baum T’, der
E(T)-S)U{A B} enthilt (Falls |(Z(T)—S)U{AIB}| < IZ(T)l miissen noch weitere Splits
von X hinzugefiigt werden, die mit den bereits vorhandenen kompatibel sind, um einen

bindren Baum zu erhalten.). T° enthilt IZ(T)l — ISI mit ISI < r viele Splits, die auch in X(T)
enthalten sind und geniigt daher drp(T, T*) <Tr. O
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Sei T° der Subgraph bestehend aus den inneren Knoten und Kanten des X-Baumes T. Ein
zusammenhéngender Subgraph von T° mit k Knoten (und k — 1 Kanten) wird als k-subtree
von T° bezeichnet.

Die Anzahl dieser k-subtrees ( Vk) fiir ein T° wird als Whitney number von T° bezeichnet. Es
gibt keine allgemeingiiltige geschlossene Formel fiir die Whitney Zahl eines Baumes T. Die
grofiten Whitney Zahlen erhalten allerdings diejenigen Baume mit Knoten von hohem Grad.
Durch die Restriktion dieser Betrachtung auf bindre Bdume kann eine obere Schranke fiir die
Whitney Zahl eines Baumes gefunden werden, die fiir ein beschrénktes k linear in der Anzahl
der Blitter wichst.

Die Catalan Zahlen sind eine Folge von Zahlen. Sie beschreiben die Anzahl geordneter
(Unterscheidung linker und rechter Sohn), bindrer Bdume mit n Knoten. Die geschlossene
1 . (2n)!

Formel fiir die Catalan Zahlen lautet folgendermafBlen: C, =——
n+l1 2n!

Die ersten sechs Catalan Zahlen: 1, 2, 5, 14, 42, 132, ...

D

SN

< /\ > \\ 5
Fig. 13: Die n-te Catalan Zahl ist die Anzahl aller geordneten Bindren Baume mit n Knoten.

Lemma 2.4.:
Sei T ein bindrer phylogenetischer X-Baum. Die Anzahl der k-subtrees von T° ist O(n Cy) mit
n = [X| und Cy ist die k-te Catalan Zahl.

Beweis:

Aus T° wird ein beliebiges Blatt ausgewihlt. Alle Kanten aus T° erhalten nun eine
Orientierung, die von diesem Blatt weggerichtet ist. Fiir jeden der n-2 inneren Knoten gilt:
Die Anzahl der k-subtrees mit Wurzel v ist durch Cy beschrinkt. Es ergibt sich also (n-2) * Cy
als obere Schranke fiir die Anzahl an k-subtrees. O

TD

Fig. 14: Verdeutlichung der Beweisidee an einem Beispiel: Alle Kanten in T° erhalten eine Orientierung, die von

dem beliebig gewihlten, gelb markierten Blatt weggerichtet ist. T° enthélt n-2 Knoten. Jeweils von jedem dieser

Knoten v ausgehend ist die Anzahl der moglichen k-subtrees mit Wurzel v durch Cy beschréinkt. Auf diese Weise
werden alle k-subtrees in T° betrachtet.
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Mit Lemma 2.1., 2.2., Theorem 2.3. und Lemma 2.4. ist es moglich die Anzahl der Splits in
Srr(T,r) asymptotisch in Abhingigkeit von n mit n = [X] fiir ein festes r zu bestimmen:

Ein Split ist nur in Sge(T,r) enthalten, wenn er mit hochstens r vielen Kanten aus Z(T) im
Konflikt steht (Theorem 2.3.).
Daraus ergeben sich folgende Fragen:
a) Wie viele k-subtrees mitk =1, 2, ..., r gibt es? (Whitney Zahl eines Baumes)
b) Wie viele Splits gibt es, die mit genau allen Kanten eines gegebenen k-subtrees im
Konflikt stehen?
Zu a) Die Anzahl der k-subtrees von T° fiir ein festes k ist durch O(n Cy) beschrinkt. Die
Whitney Zahl eines Baumes ist durch O(( ch )*n) beschrinkt.
1<k<r
Zu b) Die Anzahl an Splits, die mit genau allen Kanten eines gegebenen k-subtrees im
Konflikt stehen, ist nicht abhingig von der Blattzahl des X-Baumes T, sondern nur von
den Variablen a und b und damit von k, der Groe des k-subtrees (2.2.).

Korollar 2.5.:
Die Anzahl der Splits in Sge(T,r) ist linear in n fiir ein festes r.

2.4.2. Splits in der Nearest Neighbor Interchange Nachbarschaft

Wie bereits erwihnt wurde gilt: drp(T;,T2) < dnni(T),T2). Daraus folgt Snni(T,r) € Sre(T,r).
Die Anzahl der Splits in der Nearest Neighbor Interchange Nachbarschaft wichst folglich
auch linear in der Anzahl der Blitter fiir ein festes r. Die Splits in der NNI Nachbarschaft
haben eine elegante graphische Charakterisierung:

Sei v ein innerer Knoten eines bindren phylogenetischen X-Baumes und AlIB sei ein Split von
X. v ist ein mit AIB im Konflikt stehender Knoten, wenn alle zu v inzidenten Kanten mit AIB
im Konflikt stehen.

Theorem 2.6.:

Sei T ein bindrer phylogenetischer X-Baum, AIB ein Split von X und E’, V’ die Kanten und
Knoten von T, die mit AIB im Konflikt stehen. AIB ist in Snni(T,r) genau dann wenn
IE’I+IV’] < gilt.

Beweis:

= Sei AIBe X(T') und dxni(T,T”) = s < r. Es gibt eine Folge von X-Baumen Ty, Ty,
Ty, ..., Tymit T* = Tound T = T, so dass fiir allei =0, 1, ..., s-1 gilt: Tj;; unterscheidet sich
von T; durch eine NNI Operation. Weiterhin seien E;” und V;’ die Kanten bzw. Knoten von T;.
Behauptung: |E;’1+IVy’I <1, fiirallei =0, 1, ..., s. Dies impliziert [E’[+IV’| = [Eg’+IV ' <s <.
Die Behauptung gilt fiir i = 0 (Induktionsanker). [Ey’+IV(’l < 0 gilt, da Ty identisch mit T~ ist
und AIBe X(T") gilt. Angenommen Die Behauptung gilt fiir alle 1 < j und Tj,; wird aus T;
durch einen NNI um die Kante {u,v} erhalten.

T T+

Fig. 15: NNI Operation an Kante {u,v}.
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Es konnen zwei verschiedene Hauptfille auftreten:
a) Kante {u,v} steht noch nicht im Konflikt mit AIB.
b) Kante {u,v} steht bereits im Konflikt mit AIB.

Zu a) Fiir diesen Fall gibt es zwei Moglichkeiten fiir den Baum Tj: Es stehe genau eine der
vier zu {u,v} adjazenten Kanten im Konflikt mit AIB, oder es stehen genau zwei der vier
zu {u,v} adjazenten Kanten im Konflikt mit AIB und seien 0.B.d.A. diese beiden Kanten
adjazent zu u. Die Moglichkeit, dass es im Baum T; gleichzeitig Kanten gibt, die nur zu u,
und Kanten, die nur zu v inzident sind, gibt es nicht, da in diesem Fall die Kante {u,v}
bereits im Baum T; im Konflikt mit AIB stehen miisste (Lemma 2.1.).

Tj ]
?u@ ?u@
(1]

Fig. 16: Dies sind die zwei Moglichkeiten, wie der Baum T; im Fall a) aussehen kann.
Rote Kanten stehen im Konflikt mit A[B.

(11]

Durch eine NNI Operation an der Kante {u,v} wird die Anzahl der zu AIB im Konflikt
stethenden Kanten um genau eins erhoht. Die Anzahl der ,conflicting vertices* bleibt
unverdndert. Die X-Bdume Tj,;, die aus T; durch eine NNI Operation entstehen sind in der
folgenden Grafik dargestellt.

Ti+1 i+
(T'] [

Fig.17: Darstellung der X-Bidume Tj,,, die in Fall a) aus T; durch eine NNI Operation entstehen konnen.
Rote Kanten stehen im Konflikt mit AIB.

]

Zu b) Im Folgenden sind alle moglichen X-Bdume T; dargestellt, die in diesem Fall
kombinatorisch gesehen eintreten konnen:

T T T T T T

Fig. 18: Darstellung aller moglichen X-Bidume Tj, die in Fall b) kombinatorisch gesehen eintreten kénnen.
Die rot markierten Kanten und Knoten stehen im Konflikt mit AIB.

Durch eine NNI Operation an der Kante {u,v} entstehen 0.B.d.A. folgende Bédume Tj,;:
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Tj+1 Tj+1 Tj+1 Tj+1 Tj+1 Tj+1

Fig. 19: Darstellung der X-Bédume Tj,,, die in Fall b) aus T; durch eine NNI Operation entstehen konnen.
Die rot markierten Kanten und Knoten stehen im Konflikt mit AIB. Der dritte dargestellte Baum ist der einzige,
bei dem die Anzahl der mit AIB im Konflikt stehenden Kanten zunimmt (um genau eins). Es ist allerdings
moglich, dass hier durchgefiithrte NNI Operationen in der Baumfolge von T, nach T nie auftreten.

Wie in den Abbildungen gezeigt ist gibt es auch in Fall b) keine mogliche NNI Operation, die
die Anzahl der zu AIB im Konflikt stehenden Kanten und Knoten zusammen um mehr als eins
erhoht. Die Anzahl der im Konflikt stehenden Kanten bleibt unverindert. Die Anzahl der im
Konflikt stehenden Knoten kann um hochstens eins erhéht werden.

Da es in keinem Fall moglich ist die Anzahl der zu AIB im Konflikt stehenden Kanten und
Knoten zusammen um mehr als eins zu erhohen, folgt: [E‘ [+IV il < [E5HVSI+1 < j+1
fiir j = O (siehe Induktionsanker). Dass diese Aussage auch fiir alle j =1, 2, ..., s-1 gilt, folgt
durch Induktion.

<&  Angenommen A[B steht im Konflikt mit den Kanten aus E’, den Knoten aus V* und es
gilt [E‘|+IV‘l <r. Es wird nun eine Kante {u,v} aus E* ausgewihlt, wobei u zu keiner weiteren
Kante aus E‘ inzident ist. Hier gibt es zwei verschiedene Fille:

Steht v im Konflikt mit AIB, verschwindet durch die NNI Operation dieser ,,conflicting
vertex“ v. Ist v jedoch kein conflicting vertex, so ist es moglich eine NNI Operation an {u,v}
durchzufiihren, bei der eine mit AIB im Konflikt stehende Kante verschwindet. Durch
[E‘I+IV¢| -faches Wiederholen dieser Vorgehensweise entsteht einen Baum T* mit dnni(T,T*),

der AIB enthilt. n|
T=T0 =
h a a N
E
—> \
>_ d
~
- . f T2 .
b
b —
= - C
T=T4 T3
d
a f a
[
=]
b
e b /
1 ——
f ~
f a

2(Ty=4{..{act{bdeft, {bd{acefl, {ace}{bdf}} A|B={ace|{bdf}ei(T)
2M={.. {abt|{cdefl, {cd|{abef, &fl{abcd}

Fig. 20: Beispiel zur graphischen Charakterisierung der Splits in der NNI Nachbarschaft:
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In dieser Abbildung ist die Folge von Bdumen von T’(=T) nach T(=T,) dargestellt. Jeder Baum T; unterscheidet
sich von Tj,; durch eine NNI Operation und umgekehrt. Der Split AIB ist Element aus Z(T’). Alle roten Kanten
bzw. Knoten stehen im Konflikt mit AIB. Die griin eingerahmten Telbidume werden jeweils im nédchsten Schritt

durch eine NNI Operation vertauscht.

2.4.3. Splits in der Subtree Prune and Regraft und in der Tree Bisection Reconnection
Nachbarschaft

Wie bereits gezeigt wurde, ist jede NNI Operation auch eine SPR Operation und jede SPR
Operation ist auch eine TBR Operation. Es gilt:

dant (Th, T2) 2 dgspr (T, T2) 2 drer (T1, To)

Dabei gilt in einigen Fillen strenge Ungleichheit.

Fiir alle X-Biume T1 und T2 mit IX| =4 gllt dNNI (Tl, Tz) = dSPR (Tl, Tz) = dTBR (T], Tz) = 1,
da es fiir einen vierblittrigen X-Baum nur drei verschiede Topologien gibt, die jeweils alle
durch nur eine NNI, SPR oder TBR Operation ineinander zu iiberfiihren sind.

Die Split Nachbarschaften stehen daher in folgendem Verhéltnis:

Syt (T,1) & S (T,1) & S (T 1)

Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Split Nachbarschaften von SPR und TBR identisch und
betriachtlich groBer sind als die NNI Nachbarschaft. Die Gleichheit der SPR und der TBR
Nachbarschaft soll im Folgenden iiber die Parsimony Linge eines Charakters erklédrt werden.

Ein bindirer Charakter fiir die Menge X ist eine Funktion y : X = {0,1}. Eine Erweiterung
von y auf einen phylogenetischen X-Baum ist eine Funktion y‘: V(T) = {0,1}, so dass die
Restriktion von y* auf X gleich y ist (V(T) ist die Menge aller Knoten im X-Baum T, X ist die
Menge seiner Blitter.).

Die Lénge von x‘ wird mit /‘t(y‘) bezeichnet und enthélt die Anzahl von Kanten {u,v}, fiir die
gilt: y*(u) # x‘(v). Die Parsimony Ldnge von y‘ auf T wird mit I(y) bezeichnet und ist das
Minimum von /‘p(y‘) tiber alle x‘ von y.

| d 0

W= {01} WOMIT) == 40,13 wW(T)--= {01}

Fig. 21: Beispiel: T ist ein X-Baum. In Bild A ist eine Funktion y : X = {0,1} dargestellt. In Bildern B und C ist
diese Funktion y auf die gesamte Knotenmenge von T erweitert = Funktion %’. %’ in Bild C stellt zusitzlich eine
Erweiterung von x minimaler Lange dar. Daher gilt fiir C: I‘r(x°) = It(y).

Um die Gleichheit der SPR und der TBR Nachbarschaft zeigen zu konnen, wird zuvor noch
eine Eigenschaft bendtigt.
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Lemma 2.7.:
T* unterscheidet sich von T durch eine TBR Operation. Fiir jeden Charakter y gilt: I1°(y) <
Ir(y)+1.

Beweis:

Sei x‘ eine Erweiterung von ) auf den Baum T von minimaler Lédnge, so dass gilt:
I'1(x*) = It(y). Es ist nun zu zeigen, dass die Linge [1(y) durch eine TBR Operation um
hochstens eins erhoht wird. Eine TBR Operation wird in zwei Schritten ausgefiihrt.

Im ersten Schritt wird eine Kante {u,v} aus T entfernt und alle Knoten vom Grad zwei
werden unterdriickt. Angenommen AIB der Split ist, der mit Kante {u,v} assoziiert ist. Dann
entstehen durch diesen Schritt zwei Teilbdume Ta und Tp mit der jeweiligen Blattmenge A
bzw. B. Seien ¢’ 5 und ’p die Restriktionen von ’ auf V(T,) bzw. auf V(Tg). Dann gilt

Py, X))+, (Xs) =07 ()

da das Entfernen einer Kante und das Unterdriicken von Knoten die Linge nicht erhthen
kann.

Im zweiten Schritt der TBR Operation werden die Teilbdume T und Tg wieder verbunden.
Fall a) Einer der beiden Teilbdume besteht nur aus einem Knoten. In diesem Fall kann die
Linge von x’ durch das Verbinden der beiden Teilbiume um hochstens eins verldngert
werden.

Fall b) Beide der beiden Teilbiume bestehen aus mehr als einem Knoten. Auf der Kante
{ua, va} und der Kante {ug, vg} wird jeweils ein neuer Knoten x5 bzw. xp eingefiigt. x4 und
xpg werden mit einer neuen Kante verbunden. Der Baum T entsteht. Wird y’(xa) = ¢’ (ua) und
¥’ (xB) = ¢’ (up) gesetzt, so hat die Erweiterung von y auf V(T’) hochstens die Linge It(y) + 1.

O

Fiir das Theorem 2.8. wird folgende Definition einer Funktion y bendotigt.
Fiir jeden Split AIB von X soll gelten (mit xe V(T)):

1 fallsxe AIB
Aap (X) =
0 sonst

Theorem 2.8.:
Sei T ein bindrer phylogenetischer X-Baum and AIB sei ein Split von X. Die folgenden drei
Aussagen sind dquivalent:

1) AlBe Sgp (T,r)

2) AIBeS,, (T,r)
3) Ir(xam) < r+1

Ringschluss:

=2

Es wurde bereits gezeigt, dass Sspr(T,r) < Ster(T.,r). Es gilt daher:
AlBe S, (T,r) = AlBe S (T,1)

2) = 3)

18



AlIBe S5 (T,r) ist gegeben. Sei AIBe X(T') und drpr(T,T”) = s < 1. Es gibt eine Folge
von X-Bidumen mit: T* = Ty, Ty, ... Tg = T, wobei Ti;; aus T; durch eine TBR Operation
erhalten wird. Da A|Be X(T") gilt: It'(xAIB ) = 1.

Mit Lemma 5.1. gilt firallei=1, 2, ..., s : ITi(yAIB ) < I1i.1(YAIB ) +1

= Its(xAIB ) = It(¥AIB ) < s+1 < r+1

3) = 1)

It(xa) < r+ 1ist gegeben und sei It(yap) < s+1 < r+1.

Wenn s = 0 folgt 1), da It (xAIB ) = 1, nur wenn AlBe X(T).

Fiir s > 0: Sei x‘ eine Erweiterung von y4 mit minimaler Lange: es gibt drei Knoten u,v,w
mit {u,v}e E(T), v liegt auf dem Weg von u nach w und y‘(v) # x‘(u) = x‘(w)

Es wird eine SPR Operation durchgefiihrt: Entfernen der Kante {u,v}, Einfiigen eines neuen
Knotens x an einer zu w adjazenten Kante, Hinzufiigen der Kante {u,x}, Setzen von
v (X) =y (u). x* des neuen Baumes hat nach diesem Schritt die Linge s.

Nach s Durchldufen dieser Art wird T mit A |1Be X(T') und dspr(T, T¢) = s erhalten. O

Charleston und Steel geben in ihrer Veroffentlichung (M. Charleston and M. Steel, Five
surprising properties of parsimonously colored trees) eine genaue Formel fiir die Anzahl
bindrer Funktionen mit der Parsimony Linge k in einem bindren phylogenetischen X-Baum
an. Mit dieser Formel zusammen mit Theorem 2.8. ist es moglich die Anzahl der Splits in
Sspr(T,r) und Ster(T,r) zu bestimmen.

Korollar 2.9.:
Sei T ein bindrer phylogenetischer X-Baum und sei n = IXI. Es gilt:

r+l1 _ N P
| Sgpg (T, 1) 1 =1 S g (T, 1) 1= ZHH ) k} .\ (n 11; ID N

k=1

2.5. Zusammenfassung

Uber die GroBe der Splitnachbarschaften ist folgendes festzuhalten: Die Anzahl der Splits in
Sre(T,r) und die Anzahl der Splits in Syni(T,r) wachsen linear in n mit n = IX] fiir ein festes r.
Weiterhin gilt: Syni(T,r) 2 Sge(T,r). Die Split Nachbarschaften von SPR und TBR sind
identisch und wachsen bei beschrinktem r exponentiell in der Anzahl der Blitter des
X-Baumes. Die SPR und die TBR Nachbarschaft sind betridchtlich groBer als die NNI
Nachbarschaft.  Fir diese drei  Nachbarschaften gilt folgende  Beziehung:

Syt (To1) E Sgpg (T,1) S S (To1)

3. A Classification of Consensus Methods for Phylogenetics

3.1. Einleitung

Consensus Baum Methoden, sind Methoden, die aus einer Sammlung von phylogenetischen
Biumen auf dem gleichen Taxaset einen einzelnen ,reprisentativen Baum, der Consensus
Baum, erstellen. Hierbei stellt sich natiirlich die Frage, wie am sinnvollsten Informationen
von miteinander konkurrierenden Biumen in einem Baum vereinigt werden kdnnen. Von
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biologischer Seite gibt es hierfiir keine eindeutige Losung. Die meisten Consensus Methoden
gehen so vor, dass sie gemeinsame Substrukturen aus den Eingabebdumen identifizieren und
diese im Ausgabebaum wiedergeben. Konfliktreiche Regionen werden auf diese Weise
ausgeschlossen.

Es gibt eine beachtliche Diskussion iiber den Nutzen und den Missbrauch von Consensus
Methoden: Hierbei ist es wichtig, die Art der Interpretation von Consensus Bdumen zu
beachten. Consensus Methoden werden nicht nur als Hilfsmittel zur Repridsentation sondern
auch als Werkzeug, um phylogenetische Schlussfolgerungen zu ziehen, genutzt. Dieser
Ansatz ist problematisch, da sich die meisten Methoden hauptsichlich auf kombinatorische
Eigenschaften stiitzen. Schlussfolgerungen aus phylogenetischen Betrachtungen spielen bei
der Arbeitsweise der Consensus Methoden hochstens eine geringe Rolle, wobei sich auch die
Frage stellt in wieweit es liberhaupt moglich ist diese Kriterien gewinnbringend einzusetzen.
Dennoch ist es moglich Consensus Methoden als Werkzeug fiir phylogenetische
Schlussfolgerungen zu nutzen. Dies sollte jedoch nur im Zusammenhang mit einer
bestimmten Zielsetzung, einem Modell oder Paradigma geschehen. Im einfachsten Fall
konnte eine Zielsetzung so aussehen, dass konfliktreiche Baumregionen oder
ibereinstimmende Regionen in den Eingabebidumen ermittelt werden sollen.

Allgemein ladsst sich sagen, dass Standard Consensus Methoden sehr gut dafiir geeignet sind
Gemeinsamkeiten und Differenzen zwischen Eingabebdumen zu bestimmen. Fiir
verschiedene Zielsetzungen sind jeweils auch unterschiedliche Consensus Methoden besser
bzw. schlechter geeignet.

3.2. Terminologie

In diesem Teil werden ungewurzelte und gewurzelte phylogenetische X-Biume betrachtet.
Gewurzelte phylogenetische X-Bidume:

T T2

a b C d ] f a 1] C d = g f

Fig. 22: Die Darstellung zeigt zwei gewurzelte phylogenetische Baume T; mit dem Taxaset
X ={a,b,c,d,e,f} und T, mit dem Taxaset X = {a,b,c.d,e.f,g}. Nur T, ist ein bindrer Baum.

Eine Gruppe ist eine Teilmenge der Menge aller Taxa. Eine Gruppe ist monophyletisch, wenn
alle Nachkommen des jlingsten gemeinsamen Vorfahrens aller Gruppenmitglieder Teil dieser
Gruppe sind. Monophyletische Gruppen werden auch als Cluster eines Baumes bezeichnet.
Cluster sind die gewurzelten Aquivalente zu Splits.

Ein gewurzeltes Tripple ablc mit a,b,ce X bezeichnet eine Gruppierung von a und b relativ
zu c. In Figur 22 wiren z.B. bcla und cdle gewurzelte Tripple. r(T) ist die Menge aller Tripple
im Baum T.

Eine Sammlung von Gruppen C ist kompatibel, wenn es einen gewurzelten Baum T gibt, fiir
den jede Gruppe ein Cluster von T bildet. Fiir jedes Cluster A und B in C gilt: A < B oder
Bc Aoder ANB=0.

Eine Restriktion von T auf X bedeutet, dass jedes Cluster A aus T durch die Schnittmenge
A N X ersetzt wird. Eine solche Restriktion wird mit Tlx bezeichnet.
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Ein Baum T verfeinert einen Baum T*, wenn jedes Cluster / jeder Split aus T auch in T
enthalten ist.

Ein gewurzelter Baum ist bindr, wenn jeder innere Knoten genau zwei Kinder hat. Fiir
ungewurzelte wie auch fiir gewurzelte bindre Baume gilt, dass diese nicht mehr verfeinert
werden konnen.

3.3. Vorstellung verschiedener Consensus Methoden
3.3.1. Ubersicht von Consensus Methoden

Consensus Methoden basierend auf Splits & Clustern:
Strict Consensus Tree

Majority Rule Tree

Loose Consensus Tree

Greedy Consensus Tree

Nelson Page & Asymmetric Median Consensus Tree

Cluster Schnittmengen Methoden
Adams Consensus Tree
Cluster Height Methods

Consensus Methoden basierend auf Teilbidumen
Local Consensus Tree

Prune & Regraft Tree

Q* & R* Consensus Tree

Consensus Methoden basierend auf Recoding
Matrix Reprisentation mit Parsimony

Average Consensus Tree

Buneman Consensus Tree

Im Folgenden werden alle kursiv gedruckten Methoden beschrieben. Bei diesen Methoden ist
es wichtig, dass alle Eingabebdume das gleiche Taxaset besitzen. Der Ausgabebaum ist
ebenfalls auf dem gleichen Taxaset, wie die Eingabebdume.

3.3.2. Der Strict Consensus Tree

Gegeben eine Sammlung von Eingabebdumen enthilt der Strict Consensus Tree genau alle
Splits bzw. Cluster, die in jedem Eingabebaum vorkommen.

Fig. 23: Beispiel: Eingabebdume T = { ((a,(b,c)),d), (((a,b),c),d) },
Strict Consensus Tree (blau dargestellt): ((a,b,c),d),
Die beiden Cluster {a,b,c} und {a,b,c,d} sind die einzigen, die in beiden Eingabebdumen vorkommen.
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3.3.3. Der Majority Rule Tree

Gegeben eine Sammlung von Eingabebidumen enthilt der Majority Rule Tree genau die Splits
bzw. Cluster, die in mehr als der Hélfte der Eingabebdume vorkommen. Durch diese
Eigenschaft verfeinert der Majority Rule Tree den Strict Consensus Tree.

a b ¢ d a b ¢ d a b d ¢ a h © d

Fig. 24: Beispiel: Eingabebidume T = { ((a,(b,c)),d) , (((a,b),c),d), (((a,b),d),c) },
Majority Rule Tree (blau dargestellt): (((a,b),c),d)
Die Cluster {a,b}, {a,b,c} und {a,b,c,d} kommen jeweils in mindestens zwei Eingabebdumen vor.

Fig. 25: Darstellung des Strict Consenus Tree fiir die Eingabebdume aus Fig.24.

Barthélemy und McMorris (J.P. Barthélemy and F.R. McMorris and R.C. Powers, Dictatorial
consensus functions on n-trees) haben gezeigt, dass der Majority Rule Tree auch ein Median
Tree ist. Sei d(T;,T,) (entspricht drp(T;,T>) ) die symmetrische Differenz Distanz zwischen
zwei Bdumen T; und T,, dann minimiert der Majority Rule Tree fiir T = {Ty, ... Ti} die
folgende Funktion:

k
d(T,T)=) d(T.T))

i=1

Der Majority Tree ist damit ein Median von T unter Verwendung der symmetrischen Distanz
Metrik.

3.3.4. Der Loose Consensus Tree

Der Loose Consensus Tree enthélt gegeben eine Sammlung von Eingabebdumen genau alle

Splits bzw. Cluster, die mit jedem Baum aus T kompatibel sind. Mit dieser Eigenschaft
verfeinert der Loose Consensus Tree den Strict Consensus Tree.

Fig. 26: Beispiel: Eingabebdume T = { ((a,b),(c,d)), ((a,b,c),d) },
Loose Consensus Tree (blau dargestellt): ((a,b),c,d),
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Die Cluster des Loose Consensus Tree sind mit allen Eingabebdumen kompatibel.

Sei T ein bindrer ungewurzelter phylogenetischer X-Baum und AIB ein Split, der mit X(T)
kompatibel ist, dann ist A|IBe X(T). T kann nicht mehr weiter verfeinert werden. Es folgt: Ist

T eine Sammlung von bindren phylogenetischen ungewurzelten X-Béiumen, so ist der Loose
Consensus Tree mit dem Strict Consensus Tree identisch. Das gleiche Vorgehen ldsst sich auf
den gewurzelten Fall anwenden.

Queiroz (A. de Queiroz, For consensus (sometimes)) hat herausgefunden, dass es Loose
Consensus Trees gibt, die Splits bzw. Cluster enthalten, die in keinen der Eingabebdume
vorkommen.

3.3.5. Der Greedy Consensus Tree

Der Greedy Consensus Tree ist eine Verfeinerung des Majority Rule Tree. Zusitzlich zu den
Splits bzw. Clustern, die im Majority Rule Tree enthalten sind, wird hier das Einfiigen
weiterer Splits bzw. Cluster erlaubt. Diese Strategie wird auch bei PHYLIP und PAUP
angewendet. Die Auswahl der Splits bzw. Cluster erfolgt mit Hilfe einer ,,greedy strategy‘
(gierige Strategie). Es wird eine Liste aller Splits/Cluster, die in den Eingabebdumen
vorkommen, in der Reihenfolge ihrer Hiufigkeiten (hdufigste zu Beginn) erstellt. Als
Nichstes erfolgt ein schrittweiser Aufbau einer kompatiblen Menge von Splits/Clustern.
Dabei wird die Liste durchlaufen. Jeder Split / jedes Cluster wird in S aufgenommen, wenn er
/ es mit allen in S bereits enthaltenen Splits / Clustern kompatibel ist. Bei dieser Strategie
ergibt sich allerdings das Problem der willkiirlichen Ungleichbehandlung von Splits/Clustern,
die mit gleicher Haufigkeit vorkommen. Der Zufall entscheidet, welcher Split / welches
Cluster von zwei oder mehr Splits / Clustern der gleichen Héiufigkeit um eine Position weiter
vorne in der Liste steht. Sind diese Splits / Cluster nicht miteinander kompatibel, so wird
durch diese Wahl entschieden wer im Greedy Consensus Tree enthalten ist und wer nicht.

Theorem 2.6.:
Die Greedy Selection Methode erzeugt einen Consensus Baum, der den Majority Rule Tree
und den Loose Consensus Tree verfeinert.

Beweis (fiir ungewurzelte Biume):

Majority Rule Tree: Alle Splits, die in mehr als der Hilfte der Eingabebdume enthalten sind
miissen kompatibel sein, denn: Seien jeweils AIB und CID Splits, die in mehr als der Hilfte
aller Eingabebdume enthalten sind. In diesem Fall muss es einen Baum T, € T geben, der AIB
und CID enthélt. AIB und CID sind somit kompatibel.

Die Splits, die in mehr als der Hilfte der Eingabebdume enthalten sind (Splits des Majority
Rule Trees), stehen in der ersten ,,Hilfte* der Liste. Sie sind kompatibel und werden deshalb
in der greedy strategy alle in S aufgenommen.

Loose Consensus Tree: Jeder Split AIB der mit allen Eingagebdumen kompatibel ist muss in S
aufgenommen (es kann in keinem Baum einen Split geben, der mit AIB inkompatibel ist).

O
3.3.6. Der Adams Consensus Tree
Der Adams Consensus Tree gehort zu den Cluster Schnittmengen Methoden und ist die erste

Consensus Methode, die fiir Bdume entwickelt wurde (1972). Cluster Schnittmengen
Methoden sind nur fiir gewurzelte Biume definiert.
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Folgende Definitionen sind zur Anwendung des Algorithmus fiir den Adams Consensus Tree
notwendig: I1;, Iy, ... Ik sind k viele Partitionen auf der Menge X. Fiir das Produkt IT dieser
k vielen Partitionen gilt, dass a€ X und be X mit a # b nur in dem gleichen Block von II
enthalten sind, wenn sie in allen Partitionen II; (fiir alle 1) im gleichen Block vorkommen.
Beispiel: I} = ablcde und I1, = aclbde , es folgt IT = alblclde. Maximale Cluster eines Baumes
T sind die groBten Cluster in T, die nicht alle Elemente aus X enthalten. Die Maximale
Cluster Partition von T ist die Partition, die die maximalen Cluster von T enthilt. Die
Maximale Cluster Partition wird mit II(T) bezeichnet.

Der Adams Consensus Tree entsteht durch rekursives Aufstellen von Partitionen IT von T und
Restriktionen der Biume in T:

Procedure AdamsTree(Ty, ... Ty)
If T, enthilt nur ein Blatt
- return T,
else erzeuge I1(T), das Produkt von TI(T)), ... ITI(Ty)
For jeder Block B von II(T) do
AdamsTree (Tlg, ... Tklg)
Verbinde die Wurzeln dieser Biume mit einem neuen Knoten v
return diesen Baum
end

Beispiel:

T={Ty, To} mit Ty: (((a,b),c),d) und T,: (((c,b),a),d)
II(T1) = abcld

I1(T2) = cbald

- II(T) = abcld

Tila : ((a,b),c)
TZIA . ((C’b)9a)

H(T1|A) = ablc
II(T2la) = cbla
- II(Tly) = alblc

Adams Consensus Tree von T: ((a,b,c),d)

Fig. 27: Darstellung der Eingabebdume und des Adams Consensus Tree des oben genannten Beispiels.

3.4. Klassifikation der vorgestellten Consensus Methoden

Eine kleine Auswahl von Consensus Methoden ist vorgestellt worden. Nun stellt sich die
Frage welche Art von Information in welchem Ausgabebaum der verschiedenen Methoden
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enthalten ist und wie diese interpretiert werden kann. In diesem Zusammenhang ist es sinnvoll
eine Klassifikation von Consensus Methoden zu erstellen.

Ein Kriterium zur Klassifikation von Consensus Methoden stellt die Art und Menge des
zusitzlichen Informationsgehalts im Vergleich zum Strict Consensus Tree dar.

In der Figur 27 sind weitere Merkmale aufgezeigt, mit denen eine Klassifikation von
Consensus Methoden erfolgen kann.

Co-Pareto Eigenschaft von Splits / Clustern: Jeder Split / jedes Cluster des Consensus
Baumes kommt in mindestens einem Eingabebaum vor.

Co-Pareto Eigenschaft von gewurzelten Trippeln: Jedes gewurzelte Tripple des Consensus
Baumes kommt in mindestens einem Eingabebaum vor.

Pareto Eigenschaft von gewurzelten Trippeln: Jedes gewurzelte Tripple, das in allen
Eingabebidumen enthalten ist, kommt auch im Consensus Baum vor.

Nelson-Page Co-Pareto (Splitsf Clusters)

Loose \i Asymmetric Median

M ajarity Fule \ Greedy

\ i Co-FPareto (gEWUI’IEltE TrlplE)
Prune & Regraft

A

Adams

Strict

\A Local Fareto (gewurzelte Triple]
"

Buneman

Fig. 28: Klassifikation von Consensus Methoden. Ein Pfeil von Methode A zu Methode B impliziert, dass jeder
Split / jedes Cluster aus einem Consensus Baum der Methode A von T auch in einem Consensus Baum der
Methode B von T enthalten ist.

3.5. Subtrees & Supertrees

Bisher haben alle Eingabebaume und Ausgabebdume folgende Bedingungen erfiillt:
1) Alle Eingabebdume besitzen das gleiche Taxaset.
2) Die Blitter des Consensus Baumes bilden das gleiche Taxaset wie das jedes
Eingabebaumes.

In der Anwendung kann es jedoch moglich sein, dass einer der beiden Fille nicht erfiillt ist.

3.5.1. Subtrees

Zur Erstellung von Subtrees muss die Bedingung 2) nicht unbedingt erfiillt sein. In den
Ausgabebidumen konnen folglich bestimmte Taxa weggelassen werden. In manchen Fillen
macht es Sinn Taxa im Ausgabebaum wegzulassen. Ein Beispiel hierfiir ist, wenn ein
einzelnes, weit entferntes Taxon in sonst identischen Eingabebdumen in verschiedenen
Positionen erscheint. Die meist genutzte Subtree Methode ist der Agreement Subtree. Der
Agreement Subtree T fiir T = {Ty, ... Ty} auf einer Teilmenge X lautet: T = Tilx fiir alle
i=1,...k
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3.5.1. Supertrees

Supertrees konnen aus Eingabebdumen erstellt werden, die verschiedene Taxasets beinhalten.
Es gibt einige wichtige Situationen, in denen Supertrees Anwendung finden: Sie werden dafiir
genutzt die Ergebnisse aus verschiedenen Datenmengen, die jeweils Informationen von
unterschiedlichen Taxasets enthalten, und sie sind ein Teil von divide & conquer Strategien,
die zum Aufbau von groen Phylogenien genutzt werden.

Einige Consensus Methoden wurden bereits auf das Supertree Problem angepasst (Strict,
Adams, ...). Wilkinson & Thorley (M. Wilkinson and J. Thorley, reduced consensus
supertrees) haben eine Methode entwickelt, die iiber Teilmengen aus der Gesamtmenge von
Taxa einen Supertree erzeugt, eine Subtree-Supertree Methode.

3.6. Zusammenfassung
Es wurden einige Consensus Methoden mit verschieden Eigenschaften besprochen. Die

aufgezeigten Vorteile bzw. Nachteile machen deutlich, dass es notig ist verschiedene
Consensus Methoden fiir unterschiedliche Zielsetzungen anzuwenden.
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