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Distanzen zwischen evolutionaren Baumen

Motivation

Hauptproblem in vielen Gebieten der Wissenschattas Vergleichen verschiedener Objekte. Sie
werden verglichen, um sie klassifizieren zu kénaenid sie klassifiziert werden. Das heil3t, es
werden ihre Ahnlichkeiten und Unahnlichkeiten intl@eht genommen und deren Grad gemessen.
Der Grad der Unahnlichkeit wird au€histanz genannt. Manche Distanzen sind recht einfach zu
berechnen, wie z.B. die euklidische Distanz in@eometrie oder die Hamming-Distanz fur binare
Srings. Andere sind andererseits NP-hart oder NBtéindig und es gibt keine effiziente
Algorithmen, die diese Distanzen berechnen.

Viele der oben genannten komplizierten (NP-harte haolistandige) Probleme basieren auf
verschiedenerconomic-transformation-Systemd1], die wir auch oft in der Bioinformatik zum
Modellieren von diversen Situationen und ObjekieB, Phylogenien benutzeBconomic-
transformation bedeutet, dass die einzelnen Objekte mittels Toams&tionsoperationen
verglichen werden und jede dieser Transformatiaongrpestimmten Kosten verbunden ist.
Normalerweise ist der Satz an Operationen in seneiystem vollstandig, was seinerseits
bedeutet, dass jedes Objekt in ein anderes Ubexfi@nden kann. Normalerweise sind die
Operationen reversibel und die Richtung der Transédion wird nicht angegeben.

EinePhylogenieis ein evolutiondrer Baum, der gewurzelt (falls eisste Vorfahre bekannt ist) oder
ungewurzelt sein kann [1]. Die inneren Knoten sindnalerweise ohne Markierungen (Labels),
aber die Blatter tragen eingeutige Markierungenekinere Kante in einer Phylogenie befindet
sich zwischen zwei inneren Knoten und eine auf3srgchen einem inneren Knoten und einem
Blatt. Normalerweise hat jeder innere Knoten dead&3, jedes Blatt den Grad 1. In dieser
Ausarbeitung, sowie in [1,2,3] werden nur Baumeimnmeren Knoten des Grades 3 behandelt,
sobald keine anderen Angaben gemacht worden siedK@&nten einer Phylogenie kdnnen
gewichtet oder ungewichtet sein.

Bis heute sind viele Ansatze bekannt, wie man Rjgfiee rekonstruieren kann, unter anderem
Parsimonie, Compatibility, Distance, Maximum Likedod (ML) u.a. Diese Ansatze liefern
allerdings fur die gleiche biologische Art oft velngedene Ergebnisse. Das kdnnte an vielen
Umstanden liegen, unter anderem den zu untersuehddaten und den Rechnerressourcen, die
benutzt werden. Deswegen sind sichere und robustbdden notwendig, um die Ergebnisse
solcher Phylogenierekonstruktionen zu vergleiclgnnvoll kdnnen Ergebnisse eines
Rekonstruktionansatzes (mit verschiedenen Eingabedader Ergebnisse verschiedener
Rekonstruktionansatze (mit gleichen Eingabedaterglichen werden.
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Transformationen auf Phylogenien. Vergleichsmodelle

Ich werde mich in diesem Vortrag hauptsachlichawiéi spezifischen Transformationen auf
evolutionaren Baumen beschéftigen — nearest neighteschange (nni) und subtree transfer (st).
Ein Vergleich dazwischen wurde Abb. 1graphisch dargestellt.

Abbildung 1: Vergleich zwischen nni und st. a) auni der
inneren Kante (u,v) und Unterbdume A und C. Diegigm
andere Mdglichkeit A zu bewegen ware ein AustaostB,
denn A und D sind nicht durch eine innere Kanteemsnder
verbinden und deswegen ist so ein Wechsel verboteh auf
Unterbaum B.

Nearest Neighbor Interchange (nni)

Die nni-Operation auf einer Phylogenid ; ist eine Baumtransformation, die die Platze zweier
Unterbaume inT; austauscht, die mittels einer inneren Kante varaiar getrennt sind\bb. 1
links). Es gibt also exakt zwei Moglichkeiten, eine @peration auf einer inneren Kante
durchzufiihren, so dass ein bestimmter Unterbaunesd?latz mit einem anderen tauscht.
Transformationen, bei denen zwei Unterbdume, dielartch einen Zwischenknoten bzw. Durch
mehreren inneren Kanten voneinander getrennt sind,keine nni-Operationen.

Die nni-Distanz D, T, T, zwischen zwei ungeordneten ungewichteten Phylegehi und
T, definiert man als die kleinste Anzahl nni-Operagiondie benétigt werden, urh, in T, zu
Uberfuhren.

Die Komplexitat der Berechnung voR,,, T, T, wurde in der Vergangenheit immer wieder
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diskutiert, bis 1997 [3]. DasGupta et al. es geamigt, einen NP-Vollstandigkeitsbeweis zu
entwickeln (sh. weitere Kapitel).

Komplexer ist dieD,, T, T, , wenn eine gewichtete Phylogenie vorliegt. Die &tarung ist
natirlich — die nni-Operation kostet genauso viel eie innere Kante, auf der sie durchgefihrt
wird.

Subtree-Transfer (st) und Linear-Cost Subtree-Transf  er (lcst)

Eine allgemeinere Transformation auf eine ungedsdRaylogenie ist dist-Operation [1,4]. Bei
ihr bewegt man einen Unterbaum zu einer andereedigén Stelle in der Phylogenialib. 1
rechtg.

Man konnte diese Transformationen in einem komgtieren Fall aus der Praxis anwenden, und
zwar, wenn man auch evolutionare Ereignisse wieoRdgknation oder Gen-Konversion betrachten
will. Diese Ereignisse werden klar und verstandhah Hilfe einer Liste von Phylogenien
modelliert, wobei jeder Baum in der Liste einerafiechen Region der Sequenz entspricht und
jeder Baum wird vom vorherigen nach einer endlichemahl von st-Operationen tberfihrt. Wie
man eine Rekombination mit einer st-Operation é#tsteigt dieAbb. 2

Die st-Distanz Dy T, T, zwischen zwei ungeordneten ungewichteten Phylegehi und T,
definiert man als die kleinste Anzahl Unterbaunia,bewegt werden missen, ul in T, zu
uberfihren. Diese Distanz nennt man audiit-Cost Subtree-Transfer Distanz denn die
Bewegung eines Unterbaumes kostet exakt eine Ei@ieiUnit). Ziemlich oft in der Praxis ist es
wichtig, dass man zwischen st-Operationen unterdehalenn sie passieren mit verschiedenen
Frequenzen [4]. Eine vernlinftige Annahme ware, @asgienzen, die nur vor kurzem entstanden
sind (eine Abweichung zeigen), Ofters eine Rekowuippm eingehen als Seqgienzen, die vor
mehreren Generationen existierten. Deswegen wiré@nplexeres Bewertungssytem eingefurt,
um die zeitliche Abfolge der evolutionaren Ereigeisn die Bewertung der st-Operation
miteinzubeziehen — diest-Operation (Linear-Cost Subtree-Transfer Operation) ist &ine
Operation, deren Kosten anhand von der Anzahl beriundenen inneren Knoten berechnet
werden.

sl s2
sl s2
A B C D
sl s2
1x st-Operation
auf B
<) _—
A B C D A B C D
sl E

Abbildung 2: Modellieren eines Rekombinationsernsggs mit
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Hilfe von einer st-Operation. a) Die Sequenz vobdstehend
aus Untersequenzen s1 und s2, die aus zwei uniedichen
homologen Sequenzen vor der Rekombination abstammen
(verschiedene Evolutionsgeschichten). b) Rekombméndet
an der * Stelle statt. c) Darstellen der Rekomboramit Hilfe
von einer Liste mit 2 Ba&umen — der linke Baum niedetlie
Abstammungsgeschichte von s1 und der rechte vavos2|
beide zusammen eine mogliche Abstammungsgeschichie
darstellen.

In Abb. 2benutzen wir eine st-Operation, deren Kosten nachbeiden Kostenmodellen
unterschiedlich berechtet werden konnen. So kaegbeim Unit-Cost-Modell Kosten von 1, denn
nur ein Unterbaum wird bewegt. Beim Linear-Cost-Mibaviirde sie mit 2 bewertet werden, denn
zwei innere Knoten werden uberholt.

Die Definition einergewichteten st-Operationkann auch auf einer nattrliche Art und Weise von
der Definition der ungewichteten abgeleitet werdém die Durchfuhrbarkeit der Transformation
eines Baumes in einen anderen garantieren zu kpmedangen wir, dass

costk 1,k Kante. Diese Einschréankung wird zu einem spateren Zekperlautert.

k

Die Kosten der gewichteten st-Operation sind dalierKosten der Kanten bestimmt, auf denen die
st-Operation stattfindet, wobei es we folgt audsigtan wahlt einen Unterbaur® aus T am
Knoten u aus und wahlen dann eine Kartteaus, die nicht zuS gehért. Wir teilen danré in €;
und €, , wobei es fir die Gewichte allgemeingite, w e, we  sowiew e ,we, O,
Man bewegt danrs zur gemeinsamen Stelle vé und €, und verbindet die durch das
Entfernen S entstandenen zwei Kanteéh,; und €', zu einer neuen Kante' . Die Kosten der st-
Operation in diesem Fall betragen die Summe deriéh¢svaller Kanten, Gber di€ bewegt
wurde.

Abbildung 2-1: st-Operation

Beziehung zwischen nni und lcst (ungewichtete Phylog enien)

Obwonhl beide Modelle parallel zu verschiedenen Zeecstudiert wurden gelingt es den Autoren
von [4] zu beweisen, dass sie eigentlich identsol:

Lemmal D, D.,beiungewichtete Phylogenie
Beweis: Der Beweis erfolgt in den folgenden zwei Schritten:
1. Jede nni-Transformation ist eigentlich eine esoheankte Icst-Operatiorsi{. Abb. 3
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C
A v
u X 4D
Vl
1) l 2)
B
A B
Vv u
C D
3)

Abbildung 3: Eingeschrénkte st-Operation, die nbefieine
Kante stattfindet.

2. Jede Icst-Operation auf ungewichteten Phylogesmnelererseits lasst sich durch endlich vielen
nni-Operationen simulieren. Trivial.

Berechnen der nni-Distanz

Nach dieser Einfiihrung werde ich versuchen die lihigse der Studien dd®,,,; in [1,2,3] in
diesem Abschnitt darzustellen.

Exakte Berechnung (eindeutig markierte Blatter)

Die exakte Berechnung dé?,,; T, T, ist zur Zeit noch nicht gelost. Satz 1 sagt Uber d
Komplexitat des Entscheidungsproblem d&y, T, T, aus. Man muss allerdings zwischen
Phylogenien unterscheiden, deren Blatter eindenéitkiert sind und solchen, bei denen die Blatter
uberhaupt nicht, oder mit Wiederholungen markignd sDie Unterscheidung ist notwendig, denn
der Vergleich bei der ersten Phylogenierart isktgtr durchzufiihren als bei der zweiten. Deswegen
werden zwei separate Beweise durchgefuhrt.

Satz1  Das Entscheidungsproblem,, T, T, Kk fiir Phylogenien mit eindeutig
markierten Blattern ist NP-vollstandig.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes erfolgt durch ReduktionX@C (sh. Appendixauf dem
Berechnen deD,,; T, T, . Unsere Reduktion erfolgt, indem zwei Baurhe und T,
konstruiert werden, so dass die Transformation ¥enin T, maximal N nni-Operationen
verlangt, sobald die X3C Bedingung erfullt ist, undhr alsN nni-Operationen sonst.
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Ein linearer Baum mik Blattern nennt maBequenz(Abb. 4-1).Unter Sortieren einer Sequenz
versteht man die Transformation des Baumes in eieeien Baum, dessen Blatter eine gewinschte
Reihenfolge haben. Wahrend des SorierprozessesdarBaum kurzfristig non-linear sein und so
ein Sortieren kann mittels einer Reihe von nni-@penen durchgefihrt werden. Die Autoren von
[2] benutzen spezifische Sequenzen kiidierenden Bereiche, sowie auahicht-kodierende
Bereiche haben. Die letzteren sind deutlich graererfillen einen bestimmten Zweck. Unter
kodierendem Bereich, versteht man einen Bereichniiilicher Information, der bei der Sortierung
keine Elemente verliert, sprich keine Elemente ¥om wandern zu anderen kodierenden
Bereichen. Das wird durch die nicht-kodierendeneidren gewahrleistet. Die Hauptidee ist, dass
beim Sortieren sehr viele nni-Operationen fir dasthieben eines Elementes von einem in einen
anderen kodierenden Bereich verbraucht werden aadbdngt deutlich h6here Kosten mit sich.
Deswegen wird so eine Folge von Operationen nietibkzugt.

AT @
a

a
2 73 n1

n

Abbildung 4: Linearer Baunit n Blattern

Fir das Konstruieren des ersten Baunigs(sh. Abb.  bendtigen wir fir jedes; S eine
SequenzS, , deren Blatter eine groRe Anzahl nni-Operationem Sortieren brauchen. Wir wollen
auch versichern, dass fiir j S; und S; so verschieden sind, dass keine nni-Operationien be
einer kombinierten Sortierung vof, und S; gespart werden. Fur jedds  S,.S;,,S;,
konstruieren wir entsprechend neue drei Sequerfze®:,,<;,, die mit anderen eindeutigen
Markierungen als dieS; Sequenzen sind, aber eigentlich Kopien von deimeh Bas werden wir
spater beim Sortieren gebrauchen. Es wentlesolche Tripletts fur jede€; -..,C, gebaut. Diese
Tripletts werden wir weit voneinander plazierenygoauch von den primaren Sequenzen
S, ..., S, . Den BaumT, konstruieren wir auf die gleiche Art und Weiser alle Sequenzen sind
vorher sortiert worden und umgekehrt Tn hinzugefligt. Unsere Aufgabe wird das Transfornmiere
von T, in T, mit Hilfe von nni-Operationen sein. Damit die Tséormation stattfinden kann,
missen wir alle oben beschriebenen Sequenzenrsarti®enn ein Exact-Cover

XC; G .....C, existiert, dann kénnen wir dign SequenzerS, ..., S,, in m 3 q Tripletts,
gruppiert nach XC ;| verteilen. Das Sortieren gelingt, indem jede gequS, <, ...,S,
S,k 1,23 ineinTriplettC;,j i,...,i; zuihrem Duplikat "geschickt" wird. Somit paaren
und sortieren wir die beiden Sequenzen gleichzditay gro3e Vortail ist ndmlich, dass man die
gleichen Blatter der beiden Sequenzen in konstaigraneinander kleben kann und somit weniger
Schritte zum Sortieren brauchen wird, als wenn siatbeide separatsortiert. Nach dem Sortieren
werden dieS; ,S,,S;, zu ihren urspriinglichen Stellen I, zuriikgebracht. Die ganze Operation
involviert die Kosten fur das Sortieren, sowie adeln Round-Trip fir den Transport der
Sequenzen zu den Tripletts und zuriick. Unsere Kakigtin versichert, dass diese Variante deutlich
billiger ist, als beide Tripletts separat zu sogie Wenn kein XC ; existiert, werden entweder
einige S; separat sortiert, oder wir werden mindestgnsl Tripletts zum Sortieren "schicken"
mussen. Unsere Konstruktion versichert auch hass dliese letzten beiden Falle deutlich teuerer
sind als der Fall, dass einXC ; existiert.

Es existieren drei Fragen:
1. Wie kénnen wir dieseS; so konstruieren, dass sie mdglichst schwer ziesent sind?

2. Wie kdnnen wir versichern, dass die Sortierumgef, das Sortieren einer anderen

v
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SequenzS; nicht erleichtert?

3. Wie kdénnen wir versichern, dass das Transportidez Sequenzen der Tripletts zu ihren
entsprechenden Duplikaten signifikant billiger &g andersrum?

Die Antwort auf die erste Frage kbnnte kommen, inaean eine sehr lange schwer zu sorierende
Sequenz nimmt und sie zerstuickelt. Das ist niabdiyktiv, denn erstens ist es wahrscheinlich
unmaglich eine solche Segienz in polynomieller Zeifinden und zweitens — es kann nicht
bewiesen werden, dass die kleineren Stiicke doti ingendwie zusammenhangen.

Lemma2 Sei 0 constant, dann unendlich vielek, fiir die esc 0 constan , sowie X
und y (Sequenzen der Lande) gibt, so dass:

1. x und y brauchen mind.c  klogk nni-Operationen, um sortiert zu werden.
2. x und y brauchen maxcklogk nni-Operationen, um sortiert zu werden.

3. x undy brauchenmind.1 ¢ 2k log 2k nni-Operationen, um gemeinsam (sprich
Xy ) sortiert zu werden.

Beweis:

K. Culik Il und D.Wood [6] haben bewiesen, dask kKlogk O k nni-Operationen
genug sind, um einen Baum in einen anderen zuitmer. D.h., die obere Schranke fur
das Sortieren einer Sequenz der Lakgwird durch ) gesetzt. Die untere Schranke
andererseits wurde von D.Sleator, R.Tarjan und Wdtbn [7] gefunden und sie betragt
1 4klogk O k .Wenn . die groRte Anzahl nni-Operationen ist, die notwersihd,
um eine Sequenz der Landfezu sortieren, daraus folgt

14 klogk O k & klogk O k .Undwennc, Wm;xk’ dann gilt

14 o1l ¢ 1 ol  Es alsounendlich viele, s, fiir die es giltC,, C,, also
auch c,, Cy 3 (**). Es auch unendlich viel&€,, C,, denncC, von der Langek
komplett unabhéngig ist und es unendlich viele von beiden. Wegen dieser
Unabhangigkeit gilt das fir alle 0, also fur unendlich viel&k's. Somit bleibt das
Lemma unverletzt.

Beweis von 2(Es reicht zu zeigen, dass ein bestimmte&ir die obere Schranke existiert)
C C
c klogk klogk O k fir ¢, gro genug,
klogk 0 ¢, 1 o1  alsoc, existiert.
Beweis von 3.
C Cy
Cox 2k log 2k c,2klog 2k
O.B.d.A. 2klog 2k 0 cy Cox .

Beweis von 1.Jede Sequenz der Lan@& kann sortiert werden, indem sie in zwei
Sequenzen der Lange geteilt wird, die beiden Teilsequenzen sortied dann in weniger
als 2k nni-Operationen wieder zusammengemischt werderaudolgt, dass

cy2klog 2k 2c.klogk 2k, oder (durch kiirzen§,, ¢, 01 . Seien ,, , die
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Kosten flr das Sortieren von und y und , , (0.B.d.A.), sowiexy eine schwer zu
sortierende Sequenz.

1. cx2klog 2k x y 2K
2. cklogk

3. C 3 2k log 2k 2k

y X y

»

y

c 3 2k log 2k 2k C 3 2klog 2k 2k cklogk

5 ¢ §2k1 logk 2k c §2k1 logk 2k cklogk

y

6. C §2k1 logk 2k cklogk c % klogk 2k 1 3 C
7. C % klogk 2k 1 3 c ¢c klogk (nach Auflésen kommt man zu

8. cklogk Ok ¢ 3 klogk, was stimmt und somit i4t auch bewiesen.)

Nachdem wir wissen, dass zwei solche schwer ziesenmden Sequenzen, wollen wir natirlich
die m langen Sequenzeh,; ..., S, konstruieren. Seien 1 8, k eine genug groRe ganze Zahl
und ¢, X und y die entsprechenden Konstante und Sequenzen ausetema. Die
Konstruktion fiinren wir mit Hilfe vorm binéren Strings ; ..., n, ; 0,1° ™ durch. §
bekommen wir von ;, indem wir jede 0 mitx™ und jede 1 mitym3 ersetzen. Wir geben jedem
Blatt jeder x und jedery Sequenz in der Konstruktion eine eindeutige Maig und flgen in
jeden Grenzbereickx/ x, x/y, y/x und y/y eine nicht-kodierende Sequenz der Lange
deren Blatter auch eingeutig markiert werden. Dierstellten langen Sequenzen haben auch
verschiedene Markierungen (z.B. abgeleitet vonMarkierungen der Untersequenzen) und jedes
Paar davon enthalt mindestens Unterschiede in einer Position (wenn an einertRosit in |
Oundin ; 1 vorkommt, dann gibt es in der Position mindester Unterschiede. Falls alle
Positionen inx und y verschieden sind, gibt em’ceil logm Unterschiede).

a, =010

S, = XXXXXXXX...YYYYYYYY... XXXXXXXX
0 Kk 1 k 0

Abbildung 5: Erstellen eine€;, Sequenz aus einem binaren
String ;. Hierwird m 2 gesetzt, damit eine Gberschaubare
Visualisierung ermoglicht wird. K ist die Lange d&equenz.

Nachdem wirS; ..., S, schon haben, konstruieren wir den Badm um die eigentliche Reduktion
durchzufiihren. Fur jedes Elemefit S (X3C Definition!) hat T, die SequenzS; . Fir jede
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UntermengeC;  S,,S;.,S, erstellen wir durch Kopieren drei neue Sequengen, S, ,S; i, die
auch neue Markierungen bekommen. Die Kopfe 8er.., S, Sequenzen werden mittels einer
doppelten Baumverbindungmit n "Maut"-Sequenzen d. Lm* verbunden. Die

Baumverbindung hat die Tieflmgm logn und jeder innerer Knoten drin hat den Grad 3. diede
Mautsequenzen ist ihrerseits mit Hilfe von viervggschaltungen mit je einer dé ...,C,
Untermengen verbundesh(Abb. §. Eine Schaltung ist eine ungewurzelte Baumstmkiurch die
andere Baumelemente transportiert werden konnenz\Bi. einen Unterbaum oder in unserem Fall
- eine Sequenz. Eine Einwegschaltung erflllt deedwwom Zulassen der Bewegung nur in die
eine Richtung. Die erste Einwegschaltung befinaét am linken Ende der Mautsequenz, die
anderen drei jeweils am Kopf jeder Sequen£in...,C, . Jede Einwegschaltung erfiillt den Zweck
vom Erlauben des Transfers eines Unterbaums rdieiaine Richtung, sprich man kann sie
benutzen, um bestimmte Sequenzen in bestimmteeRf®ilge zu sortieren. (sAbb. 7

: :
doppelte Mautsequenzen —
Baumverbinduna Ci (Si,il' Si,iz' Si,i3)

D ——

; . °
Tail Head Einwegschaltung

Abbildung 6: Erstellen des gesamten Baunhes

Die Basis jeder Einwegschaltung ist die Sequénz, ..., 2, d. L. r . Der naive Ansatz, einen
Unterbaum durch diese Sequenz zu transportiersultiezt in mindesteng nni-Operationen. Die
Autoren von [1,3] haben eine komplexere StrukturEiawegschaltung, die auf basiert und die
in Abb. 7in ihre zwei Konformationen dargestellt ist.

10
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U > —~V2

U3 >— _<V4

Upg Ve

u \'/

ui >— _<V:1

u ] —V;
[T | s AN
Z2 77 z

a 17273 r b q u, u, b

1) 1 2) r

Abbildung 7: 1) Die Struktur einer Einwegschaltung
Eingang (a), Ausgang (b), Basisseque@z ¢; ---, 2, ) sowie
der beiden Verlangerungen U, ...,u. undV V...V, .2)
Die zweite Konformation der Einwegschaltung, beidie
beidenu und v schon in der richtigen Reihenfolge nzit
gemischt worden sind.

Der Eingang der Einwegschaltung befindet sich alleSt, der Ausgang - an Stelle. Die zwei
Verlangerungen sind nach oben gezeichnet. DerdieBEind so organisiert, dass sie in unter
bestmmten Umstanden einen eventuellen "kostenldgamsfer von einem Unterbaum, der sich in
a befindet, nachb erlauben kdnnen. Genauer gesagt, wenn man ein@nddnom vona nach b
und zuriick transportieren will, und gleichzeitighuie Konformation der Schaltung von der
ersten zur zweiten andern will, kann man sich dist&n fur den Transfer sparen und nur die
Kosten fur die Transformation bezahlen. Es gibt rehMoglichkeiten so eine Transformation
durchzufihren, in jeder optimalen aber, muss manstw mit z vermischen und danach mt z

. Andererseits gibt es auch viele Molgichkeitereédequenz durch die Einwegschaltung zu
transportieren. Der schnellste Ansatz wére deiateyder wie oben schon genarf@tr nni-
Operationen kostet und involviert nur die Basis+##g der Einwegschaltung. Wenn man aber
beides "mischt" und gleichzeitig ausfuhrt, bestéatMoglichkeit, den Transport innerhalb von

O 1 nni-Operationen durchzufuhren, und das geschighder folgenden Art und Weise: man
paart zuerst den Unterbaum, der sich am Eingangd®sf in nni-Operationen ad, und fuhrt
danach die Transformation zwischen den beiden Kardtionen. Die Transformation kann man in
zwei teilen — zuerst das Vermischen vernund z und danach vorv und z. Im ersten Teil hangt
der Unterbaum wie gesagt ah und im zweiten Teil — ary, . Somit befindet sich der Unterbaum
nach dem ersten Teil am Ausgang und nach dem aweigeder am Eingang, ohne extra nni-
Operationen fir den Transfer bezahlen zu missengBlat nur in dieser eine Richtung
(Reihenfolge von Richtungen), denn wenn der Untarbaich andersrum — zuerst vom Ausgang
zum Eingang und dann zuriick bewegt, bekommt mandritte Konformation, die unerlaubt ist —
man paart zuerst dig's mit denz's den und dann die's mit denz's. Das heif3t, in der einen
Richtung konnen wir uns die Kosten des Transpodiest betragen, sparen, in der anderen
missen wir aber den Transport vom Unterbaum segarahfiihren und bezahlen. Bei kleinen
hat das keine bedeutsame Auswirkung (z.B.cons ), in unsere Konstruktion setzen wir aber

r m* - groB genug, aber immer noch polynomiell. Sorattdchten wir die konstruierte
Schaltung als gultige Einwegschaltung. Die genaugfOperationen eines Schrittes der
Transformation sind iAbb. 8-1 und 8-2largestellt und der triviale Transfer -Ahb. 8-3 Man
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braucht 6 nni-Operationen, um einen Schritt den3i@mation durchzuflhren, Abb. 8 zeigt wie
das geht. Insgesamt sind 1 2 Schritte in der einen Richtung erforderlich, wasder
folgenden Bilanz fuhrt2 r 3 2 6r 1 2 1 7r 7.Indieser Summe werden auch die

r 3 2 Schritte fur den Transfer voH, und Vv, nach oben sowie die gleiche Anzahl an nni-
Operationen fur den Riickweg vdnnacha .

U.q N ¢V, u — —V,
Ur.> Vs U.; v
Hl’-3 >_ _<¥4 Hr—Z >_ _<V§
r-4 5 u:i>_ _<¥g
u V.
ui > _<V:1 u v
YT Rz BN\
2,22 z Z12223 Z,
a 15243 r b a b
Abbildung 8-1: Der Transfer voll, und vV, nach oben.
0l > B |
U3 >— — V2
e HT— e/
a b
2) l
u 'R up 1Y
> > L (V1 T T 111
u v
ur — —V; 3) du?h%s
[ 11 I
/ 2,7,z z, \
a b
1)
N’
up T = UD—‘?'l— 5
‘ a a
up v UD| T T T 1 IV 6) :N 7) :N
IZI 2,2,Z a 12,2,
4) 5) A
< <

Abbildung 8-2: 6 nni-Operationen sind erforderliahm einen
Schritt der Transformation durchzufihren. Hier 44rtd 12-13
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stellen den Schritt dar, 1-3 und 11 und 12 sindoptimerte
Darstellungen der Einwegschaltung. Nach der nni4@pen
zwischen 12 und 13 fangt der nachste Schritt wibded an.
Der neu gebildete Unterbaum mit Blatteen Z, U, U, spielt die
Rolle des a in den weiteren Schritten.

Abbildung 8-3: Trivialer Transfer eines Unterbauras k nni-
Operationen sind erforderlich, wenn man die Transfation
fur den Transfer nicht ausnutzt und ihn separactifirhrt.

Das Sortieren und das Umkehren von den schwerrideremden Sequenzen ist ein wichtiger
Aspekt des Beweises. Wie wir schon erwahnt habedemedie Sequenzen paarweise sortiert,
wobei ein Paar aus eigentlich gleichen SequenZerufd S;') besteht. Jede der beiden Sequenzen
hat andererseitbogm kodierende, sowidogm 1 nicht kodierende Blocke. Die kodierenden

Blocke haben jek Blatter und die nicht kodierenden —jjé.

N

kodierender Block B

kodierender Block B'

Abbildung 9: Sortieren eines Paares von kodiererBlécken.
Hier sind die Verankerungspunkte zu der restlichen
Baumstruktur schon um eine Position nach rechtscrerben
und das erste Blatt voB' hangt an dem ersten Blatt vds.

Seiend; die Kosten fuir das Sortieren einer Sequé&nzSie beinhalten die Kosten fiir das
Sortieren, sowie auch die Kosten fur das Uberqueéeemicht kodierenden Regionen. Also wenn
man zwei gleiche Sequenzen gleichzeitig sortiekpmmt erspart mafd; . Dazu kommen aber die
Kosten fur das Mergen/Splitten der beiden Sequerdierwie folgt aussehen. Die

13
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Verankerungspunkte der beiden Sequenzen zur Haup#tauktur sind inAbb. 10dargestellt. Sie
bewegen sich zuerst von links nach rechts uncefieg Blattb’; B' werden vier nni-Operationen
durchgefiihrt, umb';, zum entsprechenden Bldtf B zu transportieren. Danach folgt eine nni-
Operation, um den Verankerungspunkt zwischen deptbaumstruktur undS; um eine Position
nach rechts zu verschieben. Also nddh nni-Operationen haben wir alle Blatter beider
kodierenden Blocke irB und die Verankerungspunkte auf der rechten Seitdeiden Blocke.
Danach verbrauchen wir nodh nni-Operationen um wieder zum Ausgangspunkt zarggdn (bis
jetzt 6k). Danach sortieren wiB , sagen wir in Kosten, die vom Lemma 2 bestimmtdear
Danach werden die Verankerungspunkte wieder vomeidaten sete der beiden Blécke sein,
deswegen werden wir nodh nni-Operationen verbrauchen, um wieder zum Aussjaungkt
zurlickzukehren (bis jetztk ), und 5k nni-Operationen um die aneinander klebenden Blatte
splitten und ihre neue Position B" zu finden (bis jetztl2k). Also die zuséatzlichen Kosten fur
das sortieren allem®logm kodierende Blocke betragizk m®log m . Also das Ersparnis betragt

g 12k m’logm.
Damit wir den Beweis beenden kénnen, betrachterioljendes Lemma:

Lemma 3 S hat genau dann keinen XC, wei,, T, T, N m’ 2, wobei
N glogm logn gnf 28nm' 28n Oq 3nM k* 6k m’logm O 1

Beweis: Wenn wir annehmeng hat keinen XC, dann kommt es zu den folgendenkdién:

1. Wir mussen mehr alg Gruppen von Sequenzen uber die Baumverbindungliend
Mautsequenzen schicken. In diesem Fall erhoht 8lgh um mindestensm? nni-
Operationen. Das sind die Kosten fur den Transferésruppe von Sequenzen uber eine
Mautsequenz, be¢ q Gruppen - entsprechengm?.

2. Irgendeine Sequeng, muss separat von de¥; ; sortiert werden. Also es gibt eine
SequenzS, , fur die es keine Gruppe gibt. In diesem Fall atrgich D, um
g 12km’logm m’ m’logm klogk m’ nni-Operationen.

3. Irgendeine Sequeng muss mit einer falschef; ,, sortiert werden, wobei h.
Hier ist midestens eirx Segment wurde mit einery Segment sortiert. Laut Lemma 2 und
1 8 sind die Extra-Kosten mitc 1 8 m’klogk m°k vergleichbar.

Konstruktion von N :

1. qlogm logn O 1 entsteht durch das Bewegen dpiGruppen von Sequenzen uber
die Baumverbindung. Die Sequenzen wurden bei dastoktion so ausgewahlt, dass sie
nebeneinander (untereinander) liegen und als Grirppsportiert werden kénnen. Wenn die
S, ..., S, Menge zerstreut bei der Konstruktion der Baumvetbing eingebaut wére,
wirden die Kostermlogm qlogn betragen. Wir setzen die Grenze fur den optimalste
Fall, sprich wenn die Sequenzen® ..., S, im konstruierten Baum untereinander liegen.

gm’ entsteht durch das Bewegen durch diéMlautsequenzen d. Lm? .

. 28nn* 28r entsteht durch das Transformieren der Einwegsatgdin. Eine
Einwegschaltungwirdire r 3 2 6r 1 2 1 7r 7 transformiert. Wir haberin
Einwegschaltungen und wahlen m*.

4. O q entsteht durch den Transfer der Unterbaume &amach b und zurtick beim
Transformieren der Einwegschaltungen. Jedeqdéruppen wird inO 1 transferiert.

14
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5. 3nM entsteht durch das Sortieren d&&m Sequenzen fu€, ...,C, , wobei die Kosten fur
ein optimales SortieretM betragen. Unter einem optimalen Sortieren wirdMeiriahren
verstanden, der das "Falten” einer Sequenz Ubenchékodierende Bereiche vermeidet.
Das wird so vorausgesetzt, denn der optimale Seetiahren maximakklogk benétigt
um einen kodierenden Block zu sortieren wfdum einen nicht-kodierenden zu
Uberqueren.

6. k® 6k m’logm entsteht durch die zuséatzlichen Kosten fir dagiesen, die wir durch
das Mergen und Splitten der kodierenden, sowietddas Uberqueren der nicht-
kodierenden Blocke verursachen. Nach unserer Kakigin der schwer zu sortierenden
Sequenzen, besitzt eine Sequendogm kodierende undn’logm 1 nicht kodierende
Blocke d. L. k?, sprich die Kosten fiur das Uberqueren betragénm’logm 1 .

Exakte Berechnung (nicht-eindeutig markierte Blatter )

Dieser Fall ist deutlich einfacher als der Fall den eindeutig markierten Blattern der Phylogenien.
Man kann eine direkte Reduktion durchfuhren, di¢ofen von [3] stellen aber einen deutlich
einfacheren Ansatz vor.

Satz 2 NNI ist NP-vollstandig fur Baume mit nicht-eindgutnarkierten Blattern.

Beweis: Wir konstruierenT; und T, gleichzeitig, die resultierenden Strukturen simdlb. 11
dargestellt. T, Besteht aush langen Armen d. LK . Sie sind miteinander durch 1
Brickensequenzen verbunden, wobei die Struktuedi®squenzen nicht von Bedeutung ist (z.B.
Sie kdnnen keine Blatter enthalter), besitztm kurze Arme d. L.K 3, sowie auchn q lange
Arme d. L. K. DielangenArme in T, enden mit je drei Blattern, die mittels einer heré
Baumstruktur d. T. zwei zusammengehalten werdeteslsolche Blatttriplett reprasentiert eine der
UntermengenC; . Diekurzen Arme von T, tragen keine spezifische Struktur an den Enden,
sonderns; . Alle anderen Blatter der beschriebenen Sequesirnendentisch markiert und zwar mit
einem Blatt, das nicht ir€ vorhanden ist, inklusive die letzten Blatter derden Arme vonT , .

Da das X3C-Entscheidungsproblem fiir 3q trivial ist, definieren wirn 3q. In T, befinden

sich 3n Blatter mit Markierungen au§. An denm kurzen Armen vonl, hangenm Blatter,

die in der Multimenge der Blattermarkierungen sitié, in inrerseitsC; enthalten sind. Alle
restlichen Markierungen aus dieser Multimenge wedineben positioniert.
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Lx  Fx  Fx L x = x |11 [ Fx Fx L x
Lx  Fx Fx - x X |x X s X X =
L x  Fx  Fx L x X bx X - x  fx L x
Lx  Fx Fx X X |x X X X =
_X _X _X (X1 _X S S S _X _X (XN _X
L x  Fx bx = v m -x  |x =
Lx  Fx Fx L x X Fx L x
Lx  Fx Fx L x L x Fx L x
L x  Fx Fx L x - x  fx L x
Lx  Fx Fx L x X fx L x
L x  Fx  Fx L x L x  fx L x
L x  Fx Fx L x L x  fx L x

n-q

Abbildung 10.1: LinksT; , rechts T,

Lemma 4 Die Partitionierung, die durch jede interne Kanéeder langen Arme vor ; induziert
wird, ist verschieden als die Partitionierung, @eT, durch jede interne Kante'
induziert wird.

Beweis: Jede interne Kante aus dem Lemma teilt den Baum in zwei Partitiosexlass die
eine Partition immer exakt drei Blatter mit Markieagen ausS und p,0 p K Blatter mit
Markierungenx enthalt. Aber inT, existiert keine interne Kante' , die den Baum so
partitioniert, dass es sich in einer der beidenitiRaren gleichzeitig drei Elementen assund

p,0 p K mit x markierten Blatter befiden. Der Grund dafir istsslwenn drei Elementen aus
S (die Endblatter der kurzen Arme ih, ) in einer Partition plaziert sind, dann enthasdi
Partition unbedingtg,0 K 1 g mit x markierten Blatter.

Lemma 5 Furalle m,n, die grof3 genug sindD,, T, T, nK o n> gdw fir S ein XC .
Beweis: "=>"

Wir nehmen an, dass XC und ist gleichC;, ,C; . Dann erfolgt die Transformation voh; in
T, folgendermalen:

I. Das Transformieren jedes langen Arm von in einen kurzenl , . Das Transformieren
jeder dern Arme dauertK 4 nni-Operationen, falls der Arm in dem XC ish( Abb
10.2 und K 3 nni-Operationen, falls der Arm nicht in XC ish( Abb 10.8
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|_x aee X |_x aee

Abbildung 10.2: Transformieren eines langen Arnas V, ,
der in dem XC ist. Das Ergebnis sind drei von dezén Arme
in T, . Der Schritt von 1) nach 2) benétigt 1 nni-Opevati
von 2) nach 3)K 3 1, von 3) nach 4) 1, von 4) nach 5)

K 3 1,von5)nach6)1,von6)nach® 3 1,von7)
nach 8) 1 nni-Operationen. Insgesait 5 nni-Operationen.
(Die Autoren von [2] behaupten man kann die Tramaftdion
in K 4 nni-Operationen durchfiihren, diese kirzere
Reihenfolge von nni-Transformationen ist mir abeht
gelungen.)

=X X 2 : X
X —X 511 slj13 Lx 511 512 s13
=X X X
=X X X
=X X X
=X X X
=X X X
=X X X
=X X X
=X X X
=X X X
X X X
As

1
51 s1 3
102

Abbildung 10.3: Transformieren eines langen Arnas V, ,
der nicht in dem XC ist. Man brauclit nni-Operationen um
das Triplett zur Basis des Armes zu Bewegen unid 3ioi-
Operationen um den Triplett aufzulésen.
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Il. Es ist offensichtlich, dass diese Reihenfolga nmi-Operationen die Arme voh; in die
Arme von T, umwandelt, sie sind aber nicht sortiert. Es wévéat dann die Arme in
O n’ zu sortieren. Eine kleine Anmerkung von den Autoren [2] — man kann natiirlich
einen besseren Sortieralgorithmus verwenden, abat fir die Richtigkeit des Beweises
nicht erforderlich.

[ll. Insgesamt gilt folgendes:

m m 2 2
K 5— K 3 n — on nK on
3 3

Beweis: ‘"<="

Wir nehmen an, dass XC nicht. Dann werden laut Lemma#dK nni-Operationen gebraucht,
um alle Blatter mit Markierungen aus nach oben zu bewegen. Aber eskeinen XC, sprich
nachdem diese Transformation durchgefiihrt isteliegm kurze Arme inT, (also die
Rekonstruktion vonS ist unvollstandig, sprich einige Markierungen, iieS gehoren, sind in

dem Bereich mit den restlichen Markierungen, weaaruberhaupt existieren). Es liegt daran, dass
mehr alsn g lange Arme "verworfen" worden sind und dadurchnaén g lange Arme in

T, entstanden sind. Es gibt zwei Moglichkeiten: emlgveexistieren die fehlenden Markierungen
nicht, dann ist jede weitere Rechnung sinnlos, sgeexistieren und befinden sich im Bereich der
restlichen Markierungen. Das bedeutet aber, das#zicher Aufwand fir das Rekostruieren der
fehlenden kurzen Arme notig ist. Dieser AufwandhistdestensK 3 1. Bei Auswahl von

K n? zum Beispiel, haben wir schon die Grenze von LerBriberschritten. Somit ist der
Beweis vollendet.

Effizienter Algorithmus fur die Berechnung kleiner n ni-Distanzen

In der Praxis haben die zu vergleichenden Baumekdeine Unterschiede und deswegen ist es
interessant, wie man effizient kleirl2,,, d berechnen kann [3].

Definition: Wenn T, und T, zwei zu vergleichende Baume sind, eine KagéteT, istgut, wenn
eine Kante€, T, existiert, so das€§; und €, die Blattermarkierungen vorm, und
T, identisch partitionieren. Sonst i§t schlecht

Lemma 4 WennT, und T, Baume mit jen Blattern sind, dann kann man die Menge der guten
Kanten inO n’logn abz&hlen.

Beweis: Wir machen o. B. d. A. die folgenden Annahmén: 3 und ist ungerade, die
Markiereungen der Blatter voh; und T, sind ganze Zahlenund 1,Z,...,n . Unter Partition
wird Unterbaum gemeint. Wen&, T, eingutes Paarmit €, T, bildet, dann nach dem
Entfernen von€; und €, entstehen Partitionen mit gleicher Anzahl an Bltt Wir werden nur
solche Paare von Partitionen vergleichen. Ausseiatitioniert das Entfernen einer inneren Kante
den Baum in zwei Unterbaume, und exakt einer dadsn floor n 2 Blatter, dennn ist
ungerade. Es genugt nur diese kleineren Partitianerergleichen und nicht die kompletten Paare.
Ausserdem existieren hochste@sn i Partitionen miti Blattern fur jeden der beiden Baume (

2 i n2).Furjedeinterne Kant€; T, bzw. €, T, bewahren wir eine sortierte Liste bzw.

|, mit den Blattermarkierungen von dem kleineren thaam auf, der durch das Entfernen von
€, bzw. €, entsteht. Fur jede Liste, von T, und |, von T,, die die gleiche Anzahl an Blattern
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haben, vergleichen wik, mit |, in O i . Wenn sie identisch sind, konnen véir und €, als ein
gutes Paar bezeichnen. Das Erstellen der Listeetkosmximal O n*> Operationen. Das Sortieren
von O ni Listen miti Markierungen kostet maximab n*logn Operationen. Also die
teuerste Operation ist das Sortieren und somilastLemma bewiesen.

Satz 3 WennD,, T, T, d,kann die optimale Reihenfolge der nni-Operatioden
Transformation vonT, in T, innerhalb vonO n’logn n2'® Rechenschritten
berechnet werden.

Beweis: Wir wissen, dassl; mindestens eine und maximdl schlechte Kanten besitzt. Die
schlechten Kanten kbnnen wir mittels Lemma 2 bestm, indem wir die guten finden. Wern

die genaue Anzahl der schlechten Kanter inist, konnen wirt miteinander verbundenen
Unterbdumen (Komponenter, ...,B,0 t d konstruieren, wobei unter Konstruieren das
Miteinbeziehen von Kanten, die mit den ausgewaldtgriechten Kanten benachbart sind
verstanden wird. Pro Unterbaum ist nur eine sclideKlante erlaubt. Es ist auch klar, daf3 es fur
eine gute Kante bei einer optimalen nni-Transforoma¢rlaubt ist, nicht, ein-, oder mehrmalig an
nni-Operationen teilzunehmen. Wir wéhlen ein Meageyuten Kanten mit der maximalen Gr6i3e
d 1, so dass mindestens eine nni-Operation einer afgimReihenfolge von nni-Operationen auf
einer der guten Kanten dieser Menge stattfindets®Menge aus guten Kanten bildet maximal
d 1 verbundene Unterbaume (Komponenten)in. Wenn wir einen solchen beliebeigen
Unterbaum S betrachten, ist leicht nachzuvolliziehen, dassiesi@stens einer; gibt, der einen
Knoten mit S gemeinsam hat, weil die guten Kanten auf eineiémlArt und Weise den Baum
partitionieren, wie die schlechten Kanten.

Nachdem wir diese Beobachtungen gemacht habelgrster den NNI-d Algorithmus vor, mit
dem der Beweis vollendet wird:

fur jede Auswahl von ganzen Zahlen ,k, 1, Kk, d:
fur jede Auswahl von Unterbauman, , A ,| A denB, enthalt und maximak, Kanten hat:
Probiere alle Reihenfolgen von nni-Transfationen auf alléA,'s, so dass nicht mehr als
k; nni-Operationen innerhalb vofy durchgefiihrt werden.

Wahle zwischen den durchprobierten Reihenfolgejeige mit der kleinsten Lange und gib sie
zuruck.

19



Distanzen zwischen evolutionaren Baumen

1) 2)
Abbildung 11: Das Unterteilen eines ungewurzeltanrBes
wahrend des NNI-d Algorithmus. b und f sind schieé&anten,
die in entsprechendB; und B, enthalten sind, die ihrerseits
in A, und A, enthalten sind. DieB 's werden hier nicht
dargestellt, sind allerdings Unterbdume von dars. 1)

k, k, 9;d 18t 2 2)k, k, 3;d 6;t 2 Esistnicht
notwendig, dasX,; K,. Bei jedem Durchlauf werden
verschiedenek 's gewahlt und dementsprechend dies
bestimmt.

Es ist wichtig zu bemerken, daf’ wir bei diesem Atgmus eine sehr kleine Anzahl der schlechten
und eine grofRe mit der Anzahl der guten Kantenagem, denn die Baume haben sehr kleine
Unterschiede. Dieser Algorithmus hat genau die Berhit vom zweiten Satzes.

Die Billanz der Rechenzeit sieht wie folgt aus:
d . d .
1. Es existieren ! t 1 ! d 1
i1 I i1 I i1
k, .k, k d auszuwahlen.

2' ¢ 1 2% Moglichkeiten

t

2k 1 2%
2. Die Auswabhl aller moglichen Unterbaunfe , A, ist durch 2: begrenzt. Das

liegt daran, dass wir jeden ungewurzelten Unterbaupder k1 nicht fixierte und1
fixierte Kante hat, als einen gewurzelten Baum kiitl Kanten darstellen kdnnen. Dieser
gewurzelte Baum hat abér 2 Knoten. Die zuséatzliche Kante kommt daher, dass di
Wurzel in die Mitte der fixierten Kante gesetzt avirnd sie in zwei neue Kanten spaltet.

1 2k 4

K 3 k 2 22X solche Baume sind konstruierbar.

Nur C, >

4k;

3. Furjeden BaumA, existieren maxima® *2% 2% Reihenfolgen vork; nni-

Operationen. (0.B.d.A.)

4. Um die guten Kanten zu finden, brauchen ®@im?logn , genauso viel brauchen wir auch
um die verbundenen Komponenten zusammenzustellen.
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Berechnen der st-Distanz

Hier erfolgt eine Kurzdarstellung der st-Distang @rd die Icst-Distanz gemeint, nicht die ucst-
Disttanz.) anhand von den Ergebnissen, tUber disehion verfligensh. Satz 3, Lemma.3Nie wir
schon gezeigt habesh. Lemmai sind die st-Distanz und die nni-Distanz auf umigatete
Phylogenien identisch. In diesem Abschnitt werdanuwws mit der exakten Berechnung der st-
Distanz beschaftigen.

Die Autoren von [1,4] stellen die exakte Berechndegverschiedenen st-Distanzen ausfuhrlich
vor. Es werden die Icst-Distanzen bei gewichtetah ungewichteten Phylogenien, sowie bei
Phylogenien mit eingeutig und nicht eindeutig martdn Blattern behandelt. Alle Varianten sind
entweder NP-vollstandig oder NP-hart. Die Beweird ausgesprochen schwer zu verfolgen und
erfordern viel Konzentration, deswegen wird in dimsVortrag nur eine Icst-Distanz ausdiskutiert,
und zwar die Icst-Distanz bei gewichteten Baumenen Blatter nicht unbedingt eindeutig markiert
sind.

Bevor wir aber zum NP-Harte-Beweis fortfahren, smrawir uns eine Moéglichkeit an, die exakte
D4 zu berechnen, und zwar wenn die Unterschiede heisden beiden Baumeh, und T,

gering sind. Dieser Fall ist auch fur die Praxishtig, weil die meisten zu vergleichenden
Phylogenien, wie schon erwahnt, eigentlich nur anigen Stellen unterschiedlich sind. Als Erstes
wird dieser Algorithmus vorgestellt, denn er dirgh dem NNI-d Algorithmus abgeleitet wird.

Effizienter Algorithmus fur die Berechnung kleiner s t-Distanzen

Lemma5 WennT, und T, Baume mit jen Blattern sind, dann kann man die Menge der guten
Kanten inO n berechnen.

Dieses Lemma ist ein Unterschied zum Lemma 4,rdéeim originalen NNI-d benutzt wird. Der
Beweis wird in [5] vorgestellt, indem der Autor eialternative Darstellung fur die Baume
auswahlt, die ihm erlaubt in konstanter Zeit zaetesob ein Cluster im Baum vorhanden ist. Somit
kann eine Rechenzeit va@ n erreicht werden.

Satz 4 WennDg T, T, d, kann die optimale Reihenfolge der nni-Operatioden
Transformation vonT, in T, innerhalb vonO n n2"¢ 0O n2**
Rechenschritten berechnet werden.

Beweis: Die Zeit O n2'® einsteht durch die Anwendung von NNI-d auf diedeei Baume.
Davon sindO 2"¢ nni-Operationen zu errechnen sowie a@m fiir das Untersuchen, ob

zwei Baume isomorph sind. Lemma 2 besagt, dass Schritte notwendig sind, um alle guten
Kanten in T, zu finden. Das ist aber auch die Zeit, in derndicdbundenen Komponenten gefunden
werden. Somit ist der Satz bewiesen.

Die exakte Berechnung der st-Distanz

Satz 5 Die Berechnung vorP,.s, T, T, ist NP-Hart, wennT,; und T, gewichtet sind und
deren Blatter nicht eindeutig markiert sind.

Beweis:  Wir fihren erneut eine Reduktion von X3C durch. Warden beweisen, dass
Des To T, 1, gdwein XC . Dazu konstruieren wir die beiden Baunhe und T, ahnlich
wie bei Lemma 5, hier sind sie aber gewichtet usloeim ein paar strukturelle Unterschiesie. (
Abb 12-).
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11 2

e e o [T T ees]
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Sl s2 m
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~X ~X X X X X —X
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Abbildung 12-1:T, hatnlange Arme ; , ., T, hatn-q
lange ; , n 4 und mkurze Arme;, , n.Jederlange Arm
hat eine Kante€ , entsprechenc¢ , die das Gewichfl n hat.
Ausserdem hangen an jedem langen Arm noch dreeBléit
eine Markierung x, die nicht irff oder C enthalten ist. Ganz
unten an jedem langen Arm befindet sich ein Tiigles
Elementen au€C, jedes Triplett ist eirlC; . Jeder kurze Arm hat
eine Kante€ , die das Gewichtl n hat. Ausserdem hat jeder
kurze Arm nur ein Blatt mit Markierung x. Ganz umén jedem
kurzen Arm befindet sich nur ein element &usDie restlichen
Elemente werden wie bei Lemma 5 in einen Zwischeiche
nebeneinander nur als Blatter eingefigt.

Lemma6 D T, T, 1.WennDy, T,T, 1, dann findetexakteine st-Operation auf jede
Portion der € ~ Kanten.

Beweis: Zuerst versichern wir uns, dass je€le eine schlechte Kante is€. Spaltet den Baum

in zwei Halften - T, und T, , wobei T, exakt sechs Blatters S, ,S;,, X, X, X hat. Ausserdem ist

das Gewichtw T;, O undw T; 1 1 n.Jetzt nehmen wir eine KanteausT,, die T, in

T, und T, spaltet. WennL T die Menge der Blatter vorl ist, dann miissen wie so wahlen,
dassdieL T, LT, undL T, L T, .Die einzige solche Kante ist die Kante zwischen

und 4, denn nur diese Kante liefert eine Partition ®jt S, S;,, X, X, X und zwar muss 1

gelten. Diese Kante ist aber eine Nullkante, spicil, 1 nundw T, 1 1 n.Also auch

diese beiden Kanten sind kein gutes Paar und déoli®s: es gibt kein gutes Kantenpaar. O. B.

d. A. behaupten wir, dass wenn zwei Baume keinsggeeneinsames Kantenpaar haben, mindestens
ein Unterbaum sich bei einer Transformation vonnach T, Uber jede Kante inl; bewegt ¢h.

n

[4], Lemma §. Sprich D, T, T, e 1.

i1

Wir nehmen auch an, dass mehr als ein Unterbaumeiihe Portion der Kant€ = transportiert
wird. Dann
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T,T, e Portion 1

i1

D

lest

Also es gilt: wenn jede Portion jeder Kante exaktral Uberquert wird, dan®, T, T, 1.

Lemma7 D T, T, 1 gdw eine X3C Losung vorliegt.
Beweis: "<="

Wir nehmen an, dass ein XC vdsr . Dann fihren wir die Transformation auf folgend¢ énd
Weise durch:

I. Kanten€ , diein S sind, werden wie iAbb. 12-2(entsprechend iAbb. 12-3die Kanten,
die nicht in S sind) transformiert. Bitte beachten Sie, dassyiésten st-Operationen
eigentlich nichts kosten (Nullkanten).

S
=
H

, N . 1
II. Die Kosten flr die ganze Transformation betragbrq n g

Beweis: "=>"

Wenn wir annehmen, dass kein XC vén . Lemma 6 besagt, dass wenn exakt eine st-Operation
uber jeden Teil jeder Kanté = stattfindet, dannD, T, T, 1.In diesem Fall aber, die einzige
Weise m kurze Arme zu bilden istq lange Arme wie i\bb. 12-2beschrieben abzubauen. Das
wirde heissen aber, ein XC vds . Widerspruch.
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2/3n 2/3n 2/3n

1/3n
X X
X
N\ N
/?/ 513 513
s, Sy
2) 6)

2/3n

10) 9) 8) 7)

Abbildung 12-2: Transformieren eines langen Arnms V, in
drei kurze Arme inT, . Die Kosten betragen 1/n. Nur die st-
Operationen von 3) nach 4), 7) nach 8) und 8) rcsind
kostenpflichtig und betreffen die Kantén .
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e,
1
ol
11 12 13
1/n 1/n
- X v
S/<S\s1
11 123

Abbildung 12-3: Triviale st-Transformation tber einicht-
Nullkante und endliche Anzahl von Nullkanten.

Appendix 1

Definition: X3C Problem (Exact Cover by 3-Sets). Bekannte Klemtit: NP-vollstandig. Eine
Verallgemeinerung des 3DM (D-Dimensional MatchiRgpblem.

Eingabe: S s;...,S, ,m 30 Tupel von betrachteten Objekteq. i,q
C,...C..C susLs

Frage: C..C, sodassC! ..! C, S undC disjunkt.
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