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Distanzen zwischen evolutionären Bäumen

Motivation
Hauptproblem in vielen Gebieten der Wissenschaft ist das Vergleichen verschiedener Objekte. Sie
werden verglichen, um sie klassifizieren zu könnendamit sie klassifiziert werden. Das heißt, es
werden ihre Ähnlichkeiten und Unähnlichkeiten in Betracht genommen und deren Grad gemessen.
Der Grad der Unähnlichkeit wird auch Distanz genannt. Manche Distanzen sind recht einfach zu
berechnen, wie z.B. die euklidische Distanz in der Geometrie oder die Hamming-Distanz für binäre
Srings. Andere sind andererseits NP-hart oder NP-vollständig und es gibt keine effiziente
Algorithmen, die diese Distanzen berechnen.

Viele der oben genannten komplizierten (NP-harte bzw -vollständige) Probleme basieren auf
verschiedenen economic-transformation-Systeme [1], die wir auch oft in der Bioinformatik zum
Modellieren von diversen Situationen und Objekten, z.B. Phylogenien benutzen. Economic-
transformation bedeutet, dass die einzelnen Objekte mittels Transformationsoperationen
verglichen werden und jede dieser Transformationen mit bestimmten Kosten verbunden ist.
Normalerweise ist der Satz an Operationen in so einem System vollständig, was seinerseits
bedeutet, dass jedes Objekt in ein anderes überführt werden kann. Normalerweise sind die
Operationen reversibel und die Richtung der Transformation wird nicht angegeben.

Eine Phylogenie is ein evolutionärer Baum, der gewurzelt (falls der erste Vorfahre bekannt ist) oder
ungewurzelt sein kann [1]. Die inneren Knoten sind normalerweise ohne Markierungen (Labels),
aber die Blätter tragen eingeutige Markierungen. Eine innere Kante in einer Phylogenie befindet
sich zwischen zwei inneren Knoten und eine äußere zwischen einem inneren Knoten und einem
Blatt. Normalerweise hat jeder innere Knoten den Grad 3, jedes Blatt den Grad 1. In dieser
Ausarbeitung, sowie in [1,2,3] werden nur Bäume mit inneren Knoten des Grades 3 behandelt,
sobald keine anderen Angaben gemacht worden sind. Die Kanten einer Phylogenie können
gewichtet oder ungewichtet sein.

Bis heute sind viele Ansätze bekannt, wie man Phylogenie rekonstruieren kann, unter anderem
Parsimonie, Compatibility, Distance, Maximum Likelihood (ML) u.a. Diese Ansätze liefern
allerdings für die gleiche biologische Art oft verschiedene Ergebnisse. Das könnte an vielen
Umständen liegen, unter anderem den zu untersuchenden Daten und den Rechnerressourcen, die
benutzt werden. Deswegen sind sichere und robuste Methoden notwendig, um die Ergebnisse
solcher Phylogenierekonstruktionen zu vergleichen. Sinnvoll können Ergebnisse eines
Rekonstruktionansatzes (mit verschiedenen Eingabedaten) oder Ergebnisse verschiedener
Rekonstruktionansätze (mit gleichen Eingabedaten) verglichen werden. 
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Transformationen auf Phylogenien. Vergleichsmodelle
Ich werde mich in diesem Vortrag hauptsächlich mit zwei spezifischen Transformationen auf
evolutionären Bäumen beschäftigen – nearest neighbor interchange (nni) und subtree transfer (st).
Ein Vergleich dazwischen wurde in Abb. 1 graphisch dargestellt.

Abbildung 1: Vergleich zwischen nni und st. a) nni auf der
inneren Kante (u,v) und Unterbäume A und C. Die einzige
andere Möglichkeit A zu bewegen wäre ein Austausch mit B,
denn A und D sind nicht durch eine innere Kante miteinander
verbinden und deswegen ist so ein Wechsel verboten. b) st auf
Unterbaum B.

Nearest Neighbor Interchange (nni)

Die nni-Operation auf einer Phylogenie T1  ist eine Baumtransformation, die die Plätze zweier
Unterbäume in T1  austauscht, die mittels einer inneren Kante voneinander getrennt sind (Abb. 1
links). Es gibt also exakt zwei Möglichkeiten, eine nni-Operation auf einer inneren Kante
durchzuführen, so dass ein bestimmter Unterbaum seinen Platz mit einem anderen tauscht.
Transformationen, bei denen zwei Unterbäume, die nur durch einen Zwischenknoten bzw. Durch
mehreren inneren Kanten voneinander getrennt sind, sind keine nni-Operationen.

Die nni-Distanz Dnni �T1,T 2�  zwischen zwei ungeordneten ungewichteten Phylogenien T1  und
T2 definiert man als die kleinste Anzahl nni-Operationen, die benötigt werden, um T1  in T2  zu
überführen.

Die Komplexität der Berechnung von Dnni �T1,T2�  wurde in der Vergangenheit immer wieder
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diskutiert, bis 1997 [3]. DasGupta et al. es gelungen ist, einen NP-Vollständigkeitsbeweis zu
entwickeln (sh. weitere Kapitel).

Komplexer ist die Dnni�T1,T 2� , wenn eine gewichtete Phylogenie vorliegt. Die Erweiterung ist
natürlich – die nni-Operation kostet genauso viel wie die innere Kante, auf der sie durchgeführt
wird.

Subtree-Transfer (st) und Linear-Cost Subtree-Transf er (lcst)
Eine allgemeinere Transformation auf eine ungeordnete Phylogenie ist die st-Operation [1,4]. Bei
ihr bewegt man einen Unterbaum zu einer anderen beliebigen Stelle in der Phylogenie (Abb. 1
rechts). 

Man könnte diese Transformationen in einem komplizierteren Fall aus der Praxis anwenden, und
zwar, wenn man auch evolutionäre Ereignisse wie Rekombination oder Gen-Konversion betrachten
will. Diese Ereignisse werden klar und verständlich mit Hilfe einer Liste von Phylogenien
modelliert, wobei jeder Baum in der Liste einer spezifischen Region der Sequenz entspricht und
jeder Baum wird vom vorherigen nach einer endlichen Anzahl von st-Operationen überführt. Wie
man eine Rekombination mit einer st-Operation darstellt zeigt die Abb. 2.

Die st-Distanz D st�T1,T2�  zwischen zwei ungeordneten ungewichteten Phylogenien T1  und T2

definiert man als die kleinste Anzahl Unterbäumen, die bewegt werden müssen, um T1  in T2  zu
überführen. Diese Distanz nennt man auch Unit-Cost Subtree-Transfer Distanz, denn die
Bewegung eines Unterbaumes kostet exakt eine Einheit (ein Unit). Ziemlich oft in der Praxis ist es
wichtig, dass man zwischen st-Operationen unterscheidet, denn sie passieren mit verschiedenen
Frequenzen [4]. Eine vernünftige Annahme wäre, dass Sequenzen, die nur vor kurzem entstanden
sind (eine Abweichung zeigen), öfters eine Rekombination eingehen als Seqienzen, die vor
mehreren Generationen existierten. Deswegen wird ein komplexeres Bewertungssytem eingefürt,
um die zeitliche Abfolge der evolutionären Ereignisse in die Bewertung der st-Operation
miteinzubeziehen – die lcst-Operation (Linear-Cost Subtree-Transfer Operation) ist eine st-
Operation, deren Kosten anhand von der Anzahl der überwundenen inneren Knoten berechnet
werden. 

Abbildung 2: Modellieren eines Rekombinationsereignisses mit
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Hilfe von einer st-Operation. a) Die Sequenz von B, bestehend
aus Untersequenzen s1 und s2, die aus zwei unterschiedlichen
homologen Sequenzen vor der Rekombination abstammen
(verschiedene Evolutionsgeschichten). b) Rekombination findet
an der * Stelle statt. c) Darstellen der Rekombination mit Hilfe
von einer Liste mit 2 Bäumen – der linke Baum modelliert die
Abstammungsgeschichte von s1 und der rechte von s2, wobei
beide zusammen eine mögliche Abstammungsgeschichte von B
darstellen.

In Abb. 2 benutzen wir eine st-Operation, deren Kosten nach den beiden Kostenmodellen
unterschiedlich berechtet werden können. So kriegt sie beim Unit-Cost-Modell Kosten von 1, denn
nur ein Unterbaum wird bewegt. Beim Linear-Cost-Modell würde sie mit 2 bewertet werden, denn
zwei innere Knoten werden überholt.

Die Definition einer gewichteten st-Operation kann auch auf einer natürliche Art und Weise von
der Definition der ungewichteten abgeleitet werden. Um die Durchführbarkeit der Transformation
eines Baumes in einen anderen garantieren zu können, verlangen wir, dass
�

k

cost� k �� 1,k� Kante. Diese Einschränkung wird zu einem späteren Zeitpunkt erläutert. 

Die Kosten der gewichteten st-Operation sind durch die Kosten der Kanten bestimmt, auf denen die
st-Operation stattfindet, wobei es we folgt aussieht: Man wählt einen Unterbaum S aus T  am
Knoten u  aus und wählen dann eine Kante e  aus, die nicht zu S gehört. Wir teilen dann e  in e1

und e2 , wobei es für die Gewichte allgemein gilt w�e1�� w�e2�� w�e� , sowie w�e1� ,w�e2�� 0 .
Man bewegt dann S zur gemeinsamen Stelle von e1  und e2  und verbindet die durch das
Entfernen S entstandenen zwei Kanten e' 1  und e' 2  zu einer neuen Kante e' . Die Kosten der st-
Operation in diesem Fall betragen die Summe der Gewichte aller Kanten, über die S bewegt
wurde.

Abbildung 2-1: st-Operation

Beziehung zwischen nni und lcst (ungewichtete Phylog enien)
Obwohl beide Modelle parallel zu verschiedenen Zwecken studiert wurden gelingt es den Autoren
von [4] zu beweisen, dass sie eigentlich identisch sind:

Lemma 1 Dnni� DlcstbeiungewichtetenPhylogenien

Beweis: Der Beweis erfolgt in den folgenden zwei Schritten:

1. Jede nni-Transformation ist eigentlich eine eingeschränkte lcst-Operation. (sh. Abb. 3)
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Abbildung 3: Eingeschränkte st-Operation, die nur über eine
Kante stattfindet.

2. Jede lcst-Operation auf ungewichteten Phylogenien andererseits lässt sich durch endlich vielen
nni-Operationen simulieren. Trivial.

Berechnen der nni-Distanz
Nach dieser Einführung werde ich versuchen die Ergebnisse der Studien der Dnni  in [1,2,3] in
diesem  Abschnitt darzustellen. 

Exakte Berechnung (eindeutig markierte Blätter)

Die exakte Berechnung der Dnni �T1,T 2�  ist zur Zeit noch nicht gelöst. Satz 1 sagt über die
Komplexität des Entscheidungsproblem der Dnni �T1,T 2�  aus. Man muss allerdings zwischen
Phylogenien unterscheiden, deren Blätter eindeutig markiert sind und solchen, bei denen die Blätter
überhaupt nicht, oder mit Wiederholungen markiert sind. Die Unterscheidung ist notwendig, denn
der Vergleich bei der ersten Phylogenierart ist strikter durchzuführen als bei der zweiten. Deswegen
werden zwei separate Beweise durchgeführt.

Satz 1 Das Entscheidungsproblem Dnni�T1,T 2�� k   für Phylogenien mit eindeutig 
markierten Blättern ist NP-vollständig.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes erfolgt durch Reduktion von X3C (sh. Appendix) auf dem
Berechnen der Dnni�T1,T 2� .  Unsere Reduktion erfolgt, indem zwei Bäume T1  und T2

konstruiert werden, so dass die Transformation von T1  in T2  maximal N  nni-Operationen
verlangt, sobald die X3C Bedingung erfüllt ist, und mehr als N  nni-Operationen sonst.
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Ein linearer Baum mit k  Blättern nennt man Sequenz (Abb. 4-1). Unter Sortieren einer Sequenz
versteht man die Transformation des Baumes in einen neuen Baum, dessen Blätter eine gewünschte
Reihenfolge haben. Während des Sorierprozesses kann der Baum kurzfristig non-linear sein und so
ein Sortieren kann mittels einer Reihe von nni-Operationen durchgeführt werden. Die Autoren von
[2] benutzen spezifische Sequenzen, die kodierenden Bereiche, sowie auch nicht-kodierende
Bereiche haben. Die letzteren sind deutlich größer und erfüllen einen bestimmten Zweck. Unter
kodierendem Bereich, versteht man einen Bereich mit nützlicher Information, der bei der Sortierung
keine Elemente verliert, sprich keine Elemente von ihm wandern zu anderen kodierenden
Bereichen. Das wird durch die nicht-kodierenden Bereichen gewährleistet. Die Hauptidee ist, dass
beim Sortieren sehr viele nni-Operationen für das Verschieben eines Elementes von einem in einen
anderen kodierenden Bereich verbraucht werden und das bringt deutlich höhere Kosten mit sich.
Deswegen wird so eine Folge von Operationen nicht bevorzugt. 

                        Abbildung 4: Linearer Baum mit n Blättern

Für das Konstruieren des ersten Baumes T1  (sh. Abb. 6) benötigen wir für jedes si 	 S eine
Sequenz Si , deren Blätter eine große Anzahl nni-Operationen zum Sortieren brauchen. Wir wollen
auch versichern, dass für i � j  Si  und Sj  so verschieden sind, dass keine nni-Operationen bei
einer kombinierten Sortierung von Si  und Sj  gespart werden. Für jedes Ci� 
 si1

,si2
,si3

�

konstruieren wir entsprechend neue drei Sequenzen Si1
,Si 2

,Si3
, die mit anderen eindeutigen

Markierungen als die Si  Sequenzen sind, aber eigentlich Kopien von denen sind. Das werden wir
später beim Sortieren gebrauchen. Es werden n  solche Tripletts für jedes C1,...,Cn  gebaut. Diese
Tripletts werden wir weit voneinander plazieren, sowie auch von den primären Sequenzen
S1,..., Sm . Den Baum T2  konstruieren wir auf die gleiche Art und Weise, nur alle Sequenzen sind

vorher sortiert worden und umgekehrt in T2  hinzugefügt. Unsere Aufgabe wird das Transformieren
von T1  in T2  mit Hilfe von nni-Operationen sein. Damit die Transformation stattfinden kann,
müssen wir alle oben beschriebenen Sequenzen sortieren. Wenn ein Exact-Cover
� XC
i� Ci1

,... ,Ciq
 existiert, dann können wir die m  Sequenzen S1,..., Sm  in m�3� q  Tripletts,

gruppiert nach � XC
i , verteilen. Das Sortieren gelingt, indem jede Sequenz Si 	 S1,...,Sm

Sj k
,k 	 
1,2,3�  in ein Triplett C j , j � i1,... , iq  zu ihrem Duplikat "geschickt" wird. Somit paaren

und sortieren wir die beiden Sequenzen gleichzeitig. Der große Vortail ist nämlich, dass man die
gleichen Blätter der beiden Sequenzen in konstanter Zeit aneinander kleben kann und somit weniger
Schritte zum Sortieren brauchen wird, als wenn man sie beide separatsortiert. Nach dem Sortieren
werden die Sj1

,S j2
, Sj 3

  zu ihren ursprünglichen Stellen in T1  zurükgebracht. Die ganze Operation
involviert die Kosten für das Sortieren, sowie auch den Round-Trip für den Transport der
Sequenzen zu den Tripletts und zurück. Unsere Konstruktion versichert, dass diese Variante deutlich
billiger ist, als beide Tripletts separat zu sortieren. Wenn kein � XC
i  existiert, werden entweder
einige Si   separat sortiert, oder wir werden mindestens q� 1  Tripletts zum Sortieren "schicken"
müssen. Unsere Konstruktion versichert auch hier, dass diese letzten beiden Fälle deutlich teuerer
sind als der Fall, dass ein � XC
i  existiert.

Es existieren drei Fragen: 

1. Wie können wir diese Si  so konstruieren, dass sie möglichst schwer zu sortieren sind? 

2. Wie können wir versichern, dass die Sortierung einer Si  das Sortieren einer anderen
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Sequenz Sj  nicht erleichtert?

3. Wie können wir versichern, dass das Transportieren der Sequenzen der Tripletts zu ihren
entsprechenden Duplikaten signifikant billiger ist, als andersrum?

Die Antwort auf die erste Frage könnte kommen, indem man eine sehr lange schwer zu sorierende
Sequenz nimmt und sie zerstückelt. Das ist nicht produktiv, denn erstens ist es wahrscheinlich
unmöglich eine solche Seqienz in polynomieller Zeit zu finden und zweitens – es kann nicht
bewiesen werden, dass die kleineren Stücke doch nicht irgendwie zusammenhängen.

Lemma 2 Sei � � 0� constant� , dann �  unendlich viele k , für die es c� 0�constant� , sowie x
und y  (Sequenzen der Länge k ) gibt, so dass:

1. x  und y  brauchen mind. � c� � � k logk  nni-Operationen, um sortiert zu werden.

2. x  und y  brauchen max. ck logk  nni-Operationen, um sortiert zu werden.

3. x  und y  brauchen mind. � 1� � � c�2k� log�2k�  nni-Operationen, um gemeinsam (sprich
xy ) sortiert zu werden.

Beweis:

K. Culik II und D.Wood [6] haben bewiesen, dass (* ) k logk� O�k �  nni-Operationen
genug sind, um einen Baum in einen anderen zu überführen. D.h., die obere Schranke für
das Sortieren einer Sequenz der Länge k  wird durch (* ) gesetzt. Die untere Schranke
andererseits wurde von D.Sleator, R.Tarjan und W.Thurston [7] gefunden und sie beträgt
1�4k log k� O� k� . Wenn � max  die größte Anzahl nni-Operationen ist, die notwendig sind,
um eine Sequenz der Länge k  zu sortieren, daraus folgt

�1�4� k logk� O� k�� � max� k logk� O�k � . Und wenn ck �
� max

k logk
, dann gilt

� 1�4�� o�1�� ck� 1� o�1� . Es �  also unendlich viele ck 's, für die es gilt c2k� ck , also
auch c2k� ck� � � 3  (** ). Es �  auch unendlich viele c2k� ck , denn ck  von der Länge k
komplett unabhängig ist und es �  unendlich viele von beiden. Wegen dieser
Unabhängigkeit gilt das für alle k� 0 , also für unendlich viele k 's. Somit bleibt das
Lemma unverletzt.

Beweis von 2.: (Es reicht zu zeigen, dass ein bestimmtes c  für die obere Schranke existiert)

c� ck

ck k logk� k log k� O� k�  für ck  groß genug,

k logk� 0� ck � 1� o�1� , also ck  existiert.

Beweis von 3.: 

c� c2k

� c2k� � � � 2k� log� 2k�� c2k 2k log�2k�

O.B.d.A. 2k log�2k�� 0� � c2k� � �� c2k .

Beweis von 1.: Jede Sequenz der Länge 2k  kann sortiert werden, indem sie in zwei
Sequenzen der Länge k  geteilt wird, die beiden Teilsequenzen sortiert und dann in weniger
als 2k  nni-Operationen wieder zusammengemischt werden. Daraus folgt, dass
c2k 2k log� 2k�� 2ck k logk� 2k , oder (durch kürzen) c2k� ck� o�1� . Seien � x , � y  die
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Kosten für das Sortieren von x  und y  und � x� � y  (o.B.d.A.), sowie xy  eine schwer zu
sortierende Sequenz.

1. c2k 2k log� 2k�� � x� � y� 2k

2. ck logk� � y

3. � y� � x� � c�
�
3

� 2k log 2k� 2k� � y

4. � c�
�
3

� 2k log 2k� 2k� � y� � c�
�
3

� 2k log 2k� 2k� ck logk

5. � c�
�
3

� 2k�1� logk�� 2k� � y� � c�
�
3

�2k �1� logk �� 2k� cklog k

6. � c�
�
3

� 2k�1� logk�� 2k� ck logk� � c�
2�
3

� k logk� 2k�1�
�
3

� c�

7. � c�
2�
3

� k logk� 2k�1�
�
3

� c�� � c� � � k logk  (nach Auflösen kommt man zu 

8. c k logk� O� k�� � c�
�
3

� k logk , was stimmt und somit ist 1. auch bewiesen.)

Nachdem wir wissen, dass zwei solche schwer zu sortierenden Sequenzen � , wollen wir natürlich
die m  langen Sequenzen S1,..., Sm  konstruieren. Seien � � 1�8 , k  eine genug große ganze Zahl
und c , x  und y  die entsprechenden Konstante und Sequenzen aus dem Lemma. Die
Konstruktion führen wir mit Hilfe von m  binären Strings � 1,..., � m , � i	 
 0,1�ceil �logm�  durch. Si

bekommen wir von � i , indem wir jede 0 mit xm3

 und jede 1 mit ym3

 ersetzen. Wir geben jedem
Blatt jeder x  und jeder y  Sequenz in der Konstruktion eine eindeutige Markierung und fügen in
jeden Grenzbereich x / x , x / y , y / x  und y / y  eine nicht-kodierende Sequenz der Länge k2 ,
deren Blätter auch eingeutig markiert werden. Die so erstellten langen Sequenzen haben auch
verschiedene Markierungen (z.B. abgeleitet von den Markierungen der Untersequenzen) und jedes
Paar davon enthält mindestens m3  Unterschiede in einer Position (wenn an einer Position t  in � i

0 und in � j  1 vorkommt, dann gibt es in der Position mindestens m3  Unterschiede. Falls alle
Positionen in x  und y  verschieden sind,  gibt es  m3ceil� logm�  Unterschiede).

Abbildung 5: Erstellen einer Si  Sequenz aus einem binären
String � i . Hier wird m� 2  gesetzt, damit eine überschaubare
Visualisierung ermöglicht wird. K ist die Länge der Sequenz.

Nachdem wir S1,..., Sm  schon haben, konstruieren wir den Baum T1  um die eigentliche Reduktion
durchzuführen. Für jedes Element si 	 S (X3C Definition!) hat T1  die Sequenz S1 . Für jede
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Untermenge Ci� 
 si1
,si2

,si3
�  erstellen wir durch Kopieren drei neue Sequenzen Si ,i 1

, Si ,i 2
,Si , i 3

, die
auch neue Markierungen bekommen. Die Köpfe der S1,..., Sm  Sequenzen werden mittels einer
doppelten Baumverbindung mit n  "Maut"-Sequenzen d. L. m2  verbunden. Die
Baumverbindung hat die Tiefe logm� logn  und jeder innerer Knoten drin hat den Grad 3. Jede der
Mautsequenzen ist ihrerseits mit Hilfe von vier Einwegschaltungen mit je einer der C1,...,Cn

Untermengen verbunden (sh. Abb. 6). Eine Schaltung ist eine ungewurzelte Baumstruktur, durch die
andere Baumelemente transportiert werden können, wie z.B. einen Unterbaum oder in unserem Fall
- eine Sequenz. Eine Einwegschaltung erfüllt den Zweck vom Zulassen der Bewegung nur in die
eine Richtung. Die erste Einwegschaltung befindet sich am linken Ende der Mautsequenz, die
anderen drei jeweils am Kopf jeder Sequenz in C1,...,Cn . Jede Einwegschaltung erfüllt den Zweck
vom Erlauben des Transfers eines Unterbaums nur in die eine Richtung, sprich man kann sie
benutzen, um bestimmte Sequenzen in bestimmter Reihenfolge zu sortieren. (sh. Abb. 7)

Abbildung 6: Erstellen des gesamten Baumes T1 .

Die Basis jeder Einwegschaltung ist die Sequenz z� z1,..., zr  d. L. r . Der naive Ansatz, einen
Unterbaum durch diese Sequenz zu transportieren, resultiert in mindestens r  nni-Operationen. Die
Autoren von [1,3] haben eine komplexere Struktur der Einwegschaltung, die auf z  basiert und die
in Abb. 7 in ihre zwei Konformationen dargestellt ist. 
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Abbildung 7: 1) Die Struktur einer Einwegschaltung mit
Eingang (a), Ausgang (b), Basissequenz (z� z1,..., zr ) sowie
der beiden Verlängerungen u� u1,...,ur  und v� v1,...,vr . 2)
Die zweite Konformation der Einwegschaltung, bei der die
beiden u  und v  schon in der richtigen Reihenfolge mit z
gemischt worden sind.

Der Eingang der Einwegschaltung befindet sich an Stelle a , der Ausgang - an Stelle b . Die zwei
Verlängerungen sind nach oben gezeichnet. Deren Blätter sind so organisiert, dass sie in unter
bestmmten Umständen einen eventuellen "kostenlosen" Transfer von einem Unterbaum, der sich in
a  befindet, nach b  erlauben können. Genauer gesagt, wenn man einen Unterbaum von a  nach b
und zurück transportieren will, und gleichzeitig auch die Konformation der Schaltung von der
ersten zur zweiten ändern will, kann man sich die Kosten für den Transfer sparen und nur die
Kosten für die Transformation bezahlen. Es gibt mehrere Möglichkeiten so eine Transformation
durchzuführen, in jeder optimalen aber, muss man zuerst u  mit z  vermischen und danach v  mt z
. Andererseits gibt es auch viele Mölgichkeiten eine Sequenz durch die Einwegschaltung zu
transportieren. Der schnellste Ansatz wäre der triviale, der  wie oben schon genannt O� r �  nni-
Operationen kostet und involviert nur die Basis-Sequenz der Einwegschaltung. Wenn man aber
beides "mischt" und gleichzeitig ausführt, besteht die Möglichkeit, den Transport innerhalb von
O�1�  nni-Operationen durchzuführen, und das geschieht auf der folgenden Art und Weise: man
paart zuerst den Unterbaum, der sich am Eingang befindet, in nni-Operationen an ur  und führt
danach die Transformation zwischen den beiden Konformationen. Die Transformation kann man in
zwei teilen – zuerst das Vermischen von u  und z  und danach von v  und z . Im ersten Teil hängt
der Unterbaum wie gesagt an ur  und im zweiten Teil – an v1 . Somit befindet sich der Unterbaum
nach dem ersten Teil am Ausgang und nach dem zweiten – wieder am Eingang, ohne extra nni-
Operationen für den Transfer bezahlen zu müssen. Das geht nur in dieser eine Richtung
(Reihenfolge von Richtungen), denn wenn der Unterbaum sich andersrum – zuerst vom Ausgang
zum Eingang und dann zurück bewegt, bekommt man eine dritte Konformation, die unerlaubt ist –
man paart zuerst die u 's mit den z 's den  und dann die v 's mit den z 's. Das heißt, in der einen
Richtung können wir uns die Kosten des Transportes, die r  betragen, sparen, in der anderen
müssen wir aber den Transport vom Unterbaum separat durchführen und bezahlen. Bei kleinen r
hat das keine bedeutsame Auswirkung (z.B. r � const), in unsere Konstruktion setzen wir aber
r � m4  - groß genug, aber immer noch polynomiell. Somit betrachten wir die konstruierte
Schaltung als gültige Einwegschaltung. Die genauen nni-Operationen eines Schrittes der
Transformation  sind in Abb. 8-1 und 8-2 dargestellt und der triviale Transfer – in Abb. 8-3. Man
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braucht 6 nni-Operationen, um einen Schritt der Transformation durchzuführen, Abb. 8 zeigt wie
das geht. Insgesamt sind � r � 1�� 2  Schritte in der einen Richtung erforderlich, was zu der
folgenden Bilanz führt: 2�� r � 3� �2� 6� r � 1� �2� 1�� 7r� 7 . In dieser Summe werden auch die
� r � 3� �2  Schritte für den Transfer von ur  und v1  nach oben sowie die gleiche Anzahl an nni-
Operationen für den Rückweg von b  nach a . 

Abbildung 8-1: Der Transfer von ur  und v1  nach oben.

Abbildung 8-2: 6 nni-Operationen sind erforderlich, um einen
Schritt der Transformation durchzuführen. Hier 4-10 und 12-13

12
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stellen den Schritt dar, 1-3 und 11 und 12 sind nur optimerte
Darstellungen der Einwegschaltung. Nach der nni-Operation
zwischen 12 und 13 fängt der nächste Schritt wieder bei 4 an.
Der neu gebildete Unterbaum mit Blättern z1, z2,u1,u2  spielt die
Rolle des a in den weiteren Schritten.

Abbildung 8-3: Trivialer Transfer eines Unterbaums a . k  nni-
Operationen sind erforderlich, wenn man die Transformation
für den Transfer nicht ausnutzt und ihn separat durchführt.

Das Sortieren und das Umkehren von den schwer zu sortierenden Sequenzen ist ein wichtiger
Aspekt des Beweises. Wie wir schon erwähnt haben werden die Sequenzen paarweise sortiert,
wobei ein Paar aus eigentlich gleichen Sequenzen (Si  und Si ' ) besteht. Jede der beiden Sequenzen
hat andererseits logm  kodierende, sowie logm� 1  nicht kodierende Blöcke. Die kodierenden
Blöcke haben je k  Blätter und die nicht kodierenden – je k2 .

Abbildung 9: Sortieren eines Paares von kodierenden Blöcken.
Hier sind die Verankerungspunkte zu der restlichen
Baumstruktur schon um eine Position nach rechts verschoben
und das erste Blatt von B'  hängt an dem ersten Blatt von B .

Seien qi  die Kosten für das Sortieren einer Sequenz Si . Sie beinhalten die Kosten für das
Sortieren, sowie auch die Kosten für das Überqueren der nicht kodierenden Regionen. Also wenn
man zwei gleiche Sequenzen gleichzeitig sortiert, bekommt erspart man qi . Dazu kommen aber die
Kosten für das Mergen/Splitten der beiden Sequenzen, die wie folgt aussehen. Die
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Verankerungspunkte der beiden Sequenzen zur Hauptbaumstruktur sind in  Abb. 10 dargestellt. Sie
bewegen sich zuerst von links nach rechts und für jedes Blatt b' i 	 B'  werden vier nni-Operationen
durchgeführt, um b' i  zum entsprechenden Blatt bi 	 B  zu transportieren. Danach folgt eine nni-
Operation, um den Verankerungspunkt zwischen der Hauptbaumstruktur und Si  um eine Position
nach rechts zu verschieben. Also nach 5k  nni-Operationen haben wir alle Blätter beider
kodierenden Blöcke in B  und die Verankerungspunkte auf der rechten Seite der beiden Blöcke.
Danach verbrauchen wir noch k  nni-Operationen um wieder zum Ausgangspunkt zu gelangen (bis
jetzt 6k ). Danach sortieren wir B , sagen wir in Kosten, die vom Lemma 2 bestimmt werden.
Danach werden die Verankerungspunkte wieder von der rechten sete der beiden Blöcke sein,
deswegen werden wir noch k  nni-Operationen verbrauchen, um wieder zum Ausgangspunkt
zurückzukehren (bis jetzt 7k ), und 5k  nni-Operationen um die aneinander klebenden Blätter zu
splitten und ihre neue Position in B'  zu finden (bis jetzt 12k ). Also die zusätzlichen Kosten für
das sortieren aller m3 logm  kodierende Blöcke beträgt 12k m3log m . Also das Ersparnis beträgt
qi� 12k m3 logm.

Damit wir den Beweis beenden können, betrachten wir folgendes Lemma:

Lemma 3 S hat genau dann keinen XC, wenn Dnni�T1,T 2�� N� m2� 2 , wobei 
N� q� logm� logn�� qm2� 28nm4� 28n� O�q�� 3nM � �k2� 6k� m3log m� O�1�

Beweis: Wenn wir annehmen, S hat keinen XC, dann kommt es zu den folgenden drei Fällen:

1. Wir müssen mehr als q  Gruppen von Sequenzen über die Baumverbindung und die
Mautsequenzen schicken. In diesem Fall erhöht sich Dnni  um mindestens  m2  nni-
Operationen. Das sind die Kosten für den Transfer einer Gruppe von Sequenzen über eine
Mautsequenz, bei s� q  Gruppen - entsprechend sm2 .

2. Irgendeine Sequenz Si  muss separat von der Sj ,i  sortiert werden. Also es gibt eine
Sequenz Si , für die es keine Gruppe gibt. In diesem Fall erhöht sich  Dnni  um

� qi � 12km3 logm� m2� � � �m3 logm� k logk�� m2  nni-Operationen. 

3. Irgendeine Sequenz Si  muss mit einer falschen Sj ,h  sortiert werden, wobei i � h .
Hier ist midestens ein x  Segment wurde mit einem y  Segment sortiert. Laut Lemma 2 und
� � 1�8  sind die Extra-Kosten mit � c� 1�8�m3k logk� m3k  vergleichbar.

Konstruktion von N : 
1. q� logm� logn�� O�1�  entsteht durch das Bewegen der q  Gruppen von Sequenzen über

die Baumverbindung. Die Sequenzen wurden bei der Konstruktion so ausgewählt, dass sie
nebeneinander (untereinander) liegen und als Gruppe transportiert werden können. Wenn die
S1,..., Sm  Menge zerstreut bei der Konstruktion der Baumverbindung eingebaut wäre,

würden die Kosten mlogm� qlogn  betragen. Wir setzen die Grenze für den optimalsten
Fall, sprich wenn die Sequenzen in S1,..., Sm  im konstruierten Baum untereinander liegen.

2. qm2  entsteht durch das Bewegen durch die q  Mautsequenzen d. L. m2 .

3. 28nm4� 28n entsteht durch das Transformieren der Einwegschaltungen. Eine
Einwegschaltung wird in 2�� r � 3� �2� 6� r � 1� � 2� 1�� 7r� 7  transformiert. Wir haben 4n
Einwegschaltungen und wählen r � m4 .

4. O� q�  entsteht durch den Transfer der Unterbäume von a  nach b  und zurück beim
Transformieren der Einwegschaltungen. Jede der q  Gruppen wird in O�1�  transferiert.
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5. 3nM  entsteht durch das Sortieren der 3n  Sequenzen für C1,...,Cn , wobei die Kosten für
ein optimales Sortieren M  betragen. Unter einem optimalen Sortieren wird ein Verfahren
verstanden, der das "Falten" einer Sequenz über die nicht-kodierende Bereiche vermeidet.
Das wird so vorausgesetzt, denn der optimale Sortierverfahren maximal ck logk  benötigt
um einen kodierenden Block zu sortieren und k2  um einen nicht-kodierenden zu
überqueren.

6. � k2� 6k� m3 logm entsteht durch die zusätzlichen Kosten für das Sortieren, die wir durch
das Mergen und Splitten der kodierenden, sowie durch das Überqueren der nicht-
kodierenden Blöcke verursachen. Nach unserer Konstruktion der schwer zu sortierenden
Sequenzen, besitzt eine Sequenz m3 logm  kodierende und m3 logm� 1  nicht kodierende
Blöcke d. L. k2 , sprich die Kosten für das Überqueren betragen k2� m3logm� 1� .

Exakte Berechnung (nicht-eindeutig markierte Blätter )
Dieser Fall ist deutlich einfacher als der Fall mit den eindeutig markierten Blättern der Phylogenien.
Man kann eine direkte Reduktion durchführen, die Autoren von [3] stellen aber einen deutlich
einfacheren Ansatz vor.

Satz 2 NNI ist NP-vollständig für Bäume mit nicht-eindeutig markierten Blättern.

Beweis: Wir konstruieren T1  und T2  gleichzeitig, die resultierenden Strukturen sind in Abb. 11
dargestellt. T1  Besteht aus n  langen Armen d. L. K . Sie sind miteinander durch n� 1
Brückensequenzen verbunden, wobei die Struktur dieser Sequenzen nicht von Bedeutung ist (z.B.
Sie können keine Blätter enthalten). T2  besitzt m  kurze Arme d. L. K �3 , sowie auch n� q  lange
Arme d. L. K . Die langen Arme in T1  enden mit je drei Blättern, die mittels einer birären
Baumstruktur d. T. zwei zusammengehalten werden. Jedes solche Blatttriplett repräsentiert eine der
Untermengen Ci . Die kurzen Arme von T2  tragen keine spezifische Struktur an den Enden,
sondern si . Alle anderen Blätter der beschriebenen Sequenzen sind identisch markiert und zwar mit
einem Blatt, das nicht in S vorhanden ist, inklusive die letzten Blätter der langen Arme von T2 .
Da das X3C-Entscheidungsproblem für n� 3q  trivial ist, definieren wir n� 3q . In T1  befinden
sich 3n  Blätter mit Markierungen aus S. An den m  kurzen Armen von T2  hängen m  Blätter,
die in der Multimenge der Blättermarkierungen sind, die in ihrerseits Ci  enthalten sind. Alle
restlichen Markierungen aus dieser Multimenge werden daneben positioniert. 
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Abbildung 10.1: Links T1 , rechts T2 .

Lemma 4 Die Partitionierung, die durch jede interne Kante e  der langen Arme von T1  induziert
wird, ist verschieden als die Partitionierung, die in T2  durch jede interne Kante e'  
induziert wird.

Beweis: Jede interne Kante e  aus dem Lemma teilt den Baum in zwei Partitionen, sodass die
eine Partition immer exakt drei Blätter mit Markierungen aus S und p ,0� p� K  Blätter mit
Markierungen x  enthält. Aber in T2  existiert keine interne Kante e' , die den Baum so
partitioniert, dass es sich in einer der beiden Partitionen gleichzeitig drei Elementen aus S und
p ,0� p� K  mit x  markierten Blätter befiden. Der Grund dafür ist, dass wenn drei Elementen aus
S (die Endblätter der kurzen Arme in T2 ) in einer Partition plaziert sind, dann enthält diese

Partition unbedingt q ,0� K � 1� q  mit x  markierten Blätter.

Lemma 5 Für alle m,n , die groß genug sind, Dnni�T1,T 2�� n K� o� n2�  gdw für S ein XC � .

Beweis: "=>"

Wir nehmen an, dass XC �  und ist gleich Ci1
, � ,Ci q

. Dann erfolgt die Transformation von T1  in
T2  folgendermaßen:

I. Das Transformieren jedes langen Arm von T1  in einen kurzen T2 . Das Transformieren
jeder der n  Arme dauert K � 4  nni-Operationen, falls der Arm in dem XC ist (sh. Abb
10.2) und K � 3  nni-Operationen, falls der Arm nicht in XC ist (sh. Abb 10.3).
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Abbildung 10.2: Transformieren eines langen Armes von T1 ,
der in dem XC ist. Das Ergebnis sind drei von den kurzen Arme
in T2 . Der Schritt von 1) nach 2) benötigt 1 nni-Operation,
von 2) nach 3) K �3� 1 , von 3) nach 4) 1, von 4) nach 5)
K �3� 1 , von 5) nach 6) 1, von 6) nach 7) K �3� 1 , von 7)

nach 8) 1 nni-Operationen. Insgesamt K � 5  nni-Operationen.
(Die Autoren von [2] behaupten man kann die Transformation
in K � 4  nni-Operationen durchführen, diese kürzere
Reihenfolge von nni-Transformationen ist mir aber nicht
gelungen.)

Abbildung 10.3: Transformieren eines langen Armes von T1 ,
der nicht in dem XC ist. Man braucht K  nni-Operationen um
das Triplett zur Basis des Armes zu Bewegen und noch 3 nni-
Operationen um den Triplett aufzulösen.
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II. Es ist offensichtlich, dass diese Reihenfolge von nni-Operationen die Arme von T1  in die
Arme von T2  umwandelt, sie sind aber nicht sortiert. Es wäre trivial dann die Arme in
O� n2�  zu sortieren. Eine kleine Anmerkung von den Autoren von [2] – man kann natürlich
einen besseren Sortieralgorithmus verwenden, er ist aber für die Richtigkeit des Beweises
nicht erforderlich.

III. Insgesamt gilt folgendes:

� K � 5� m
3

� � K � 3� �n� m
3

�� o�n2�� n K� o� n2�

Beweis: "<="

Wir nehmen an, dass XC nicht � . Dann werden laut Lemma 4 nK  nni-Operationen gebraucht,
um alle Blätter mit Markierungen aus S nach oben zu bewegen. Aber es �  keinen XC, sprich
nachdem diese Transformation durchgeführt ist, liegen � m  kurze Arme in T2  (also die
Rekonstruktion von S ist unvollständig, sprich einige Markierungen, die in S gehören, sind in
dem Bereich mit den restlichen Markierungen, wenn sie überhaupt existieren). Es liegt daran, dass
mehr als n� q  lange Arme "verworfen" worden sind und dadurch mehr als n� q  lange Arme in
T2  entstanden sind. Es gibt zwei Möglichkeiten: entweder existieren die fehlenden Markierungen
nicht, dann ist jede weitere Rechnung sinnlos, oder sie existieren und befinden sich im Bereich der
restlichen  Markierungen. Das bedeutet aber, dass zusätzlicher Aufwand für das Rekostruieren der
fehlenden kurzen Arme nötig ist. Dieser Aufwand ist mindestens K �3� 1 . Bei Auswahl von
K � n2  zum Beispiel, haben wir schon die Grenze von Lemma 5 überschritten. Somit ist der

Beweis vollendet.

Effizienter Algorithmus für die Berechnung kleiner n ni-Distanzen
In der Praxis haben die zu vergleichenden Bäume sehr kleine Unterschiede und deswegen ist es
interessant, wie man effizient kleine Dnni� d  berechnen kann [3].

Definition: Wenn T1  und T2  zwei zu vergleichende Bäume sind, eine Kante e1	 T1  ist gut, wenn
eine Kante e2	 T2  existiert, so dass e1  und e2  die Blättermarkierungen von T1  und 
T2  identisch partitionieren. Sonst ist e1  schlecht.

Lemma 4 Wenn T1  und T2  Bäume mit je n  Blättern sind, dann kann man die Menge der guten 
Kanten in O� n2 logn�  abzählen.

Beweis: Wir machen o. B. d. A. die folgenden Annahmen: n� 3  und ist ungerade, die
Markiereungen der Blätter von T1  und T2  sind ganze Zahlen und	 
 1,2,... ,n� . Unter Partition
wird Unterbaum gemeint. Wenn e1	 T1  ein gutes Paar mit e2	 T2  bildet, dann nach dem
Entfernen von e1  und e2  entstehen Partitionen mit gleicher Anzahl an Blättern. Wir werden nur
solche Paare von Partitionen vergleichen. Ausserdem partitioniert das Entfernen einer inneren Kante
den Baum in zwei Unterbäume, und exakt einer davon als � floor �n�2�  Blätter, denn n  ist
ungerade. Es genügt nur diese kleineren Partitionen zu vergleichen und nicht die kompletten Paare.
Ausserdem existieren höchstens O� n� i �  Partitionen mit i  Blättern für jeden der beiden Bäume (
2� i � n�2 ). Für jede interne Kante e1	 T1  bzw. e2	 T2  bewahren wir eine sortierte Liste l 1  bzw.
l 2  mit den Blättermarkierungen von dem kleineren Unterbaum auf, der durch das Entfernen von
e1  bzw. e2  entsteht. Für jede Liste l 1  von T1  und l 2  von T2 , die die gleiche Anzahl an Blättern
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haben, vergleichen wir l 1  mit l 2  in O� i � . Wenn sie identisch sind, können wir e1  und e2  als ein
gutes Paar bezeichnen. Das Erstellen der Listen kostet maximal O� n2�  Operationen. Das Sortieren
von O� n� i �  Listen mit i  Markierungen kostet maximal O� n2 logn�  Operationen. Also die
teuerste Operation ist das Sortieren und somit ist das Lemma bewiesen.

Satz 3 Wenn Dnni�T1,T 2�� d , kann die optimale Reihenfolge der nni-Operationen der 
Transformation von T1  in T2  innerhalb von O� n2 logn� n211d �  Rechenschritten 
berechnet werden.

Beweis: Wir wissen, dass T1  mindestens eine und maximal d  schlechte Kanten besitzt. Die
schlechten Kanten können wir mittels Lemma 2 bestimmen, indem wir die guten finden. Wenn t
die genaue Anzahl der schlechten Kanten in T1  ist, können wir t  miteinander verbundenen
Unterbäumen (Komponenten) B1,... ,Bt�0� t � d  konstruieren, wobei unter Konstruieren das
Miteinbeziehen von Kanten, die mit den ausgewählten schlechten Kanten benachbart sind
verstanden wird. Pro Unterbaum ist nur eine schlechte Kante erlaubt. Es ist auch klar, daß es für
eine gute Kante bei einer optimalen nni-Transformation erlaubt ist, nicht, ein-, oder mehrmalig an
nni-Operationen teilzunehmen. Wir wählen ein Menge an guten Kanten mit der maximalen Größe
d � 1 , so dass mindestens eine nni-Operation einer optimalen Reihenfolge von nni-Operationen auf
einer der guten Kanten dieser Menge stattfindet. Diese Menge aus guten Kanten bildet maximal
d � 1  verbundene Unterbäume (Komponenten) in T1 . Wenn wir einen solchen beliebeigen
Unterbaum S betrachten, ist leicht nachzuvollziehen, dass es mindestens einen Bi  gibt, der einen
Knoten mit S gemeinsam hat, weil die guten Kanten auf eine ähnliche Art und Weise den Baum
partitionieren, wie die schlechten Kanten.

Nachdem wir diese Beobachtungen gemacht haben, stellen wir den NNI-d Algorithmus vor, mit
dem der Beweis vollendet wird:

für jede Auswahl von ganzen Zahlenk1 ,� , kt � 1,� k i� d :
    für jede Auswahl von UnterbäumenA1 ,� , At , | Ai  den Bi  enthält und maximal k i  Kanten hat:
        Probiere alle Reihenfolgen von nni-Transformationen auf alle Ai 's, so dass nicht mehr als 
        k i  nni-Operationen innerhalb von Ai  durchgeführt werden.
Wähle zwischen den durchprobierten Reihenfolgen diejenige mit der kleinsten Länge und gib sie 
zurück.
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Abbildung 11: Das Unterteilen eines ungewurzelten Baumes
während des NNI-d Algorithmus. b und f sind schlechte Kanten,
die in entsprechend  B1  und B2  enthalten sind, die ihrerseits
in  A1  und A2  enthalten sind. Die B 's werden hier nicht
dargestellt, sind allerdings Unterbäume von den A 's. 1)
k1� k2� 9; d� 18; t � 2 , 2) k1� k2� 3; d� 6; t � 2 . Es ist nicht
notwendig, dass k1� k2 . Bei jedem Durchlauf werden
verschiedene k 's gewählt und dementsprechend die A 's
bestimmt.

Es ist wichtig zu bemerken, daß wir bei diesem Algorithmus eine sehr kleine Anzahl der schlechten
und eine große mit der Anzahl der guten Kanten, erwarten, denn die Bäume haben sehr kleine
Unterschiede. Dieser Algorithmus hat genau die Rechenzeit vom zweiten Satzes.

Die Billanz der Rechenzeit sieht wie folgt aus:

1. Es existieren �
i � 1

d

� i � t � 1
i �� �

i � 1

d

� i � d � 1
i �� �

i � 1

d

�2i � d� 1�� 22d  Möglichkeiten

k1,� , kt ,� ki � d  auszuwählen.

2. Die  Auswahl aller möglichen Unterbäume A1,� , At  ist durch 2
�
i � 1

t

2 ki � 1� 23d

 begrenzt. Das
liegt daran, dass wir jeden ungewurzelten Unterbaum A , der k� 1  nicht fixierte und 1
fixierte Kante hat, als einen gewurzelten Baum mit k� 1  Kanten darstellen können. Dieser
gewurzelte Baum hat aber k� 2  Knoten. Die zusätzliche Kante kommt daher, dass die
Wurzel in die Mitte der fixierten Kante gesetzt wird und sie in zwei neue Kanten spaltet.

Nur Ck � 2�
1

k� 3 �2k� 4
k� 2 �� 22 k

 solche Bäume sind konstruierbar.

3. Für jeden Baum Ai  existieren maximal 3k i � 124ki� 26ki  Reihenfolgen von k i  nni-
Operationen. (o.B.d.A.)

4. Um die guten Kanten zu finden, brauchen wir O� n2 logn� , genauso viel brauchen wir auch
um die verbundenen Komponenten zusammenzustellen.
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Berechnen der st-Distanz
Hier erfolgt eine Kurzdarstellung der st-Distanz (es wird die lcst-Distanz gemeint, nicht die ucst-
Disttanz.) anhand von den Ergebnissen, über die wir schon verfügen (sh. Satz 3, Lemma 5). Wie wir
schon gezeigt haben (sh. Lemma 1), sind die st-Distanz und die nni-Distanz auf ungewichtete
Phylogenien identisch. In diesem Abschnitt werden wir uns mit der exakten Berechnung der st-
Distanz beschäftigen.

Die Autoren von [1,4] stellen die exakte Berechnung der verschiedenen st-Distanzen ausführlich
vor. Es werden die lcst-Distanzen bei gewichteten und ungewichteten Phylogenien, sowie bei
Phylogenien mit eingeutig und nicht eindeutig markierten Blättern behandelt. Alle Varianten sind
entweder NP-vollständig oder NP-hart. Die Beweise sind ausgesprochen schwer zu verfolgen und
erfordern viel Konzentration, deswegen wird in diesem Vortrag nur eine lcst-Distanz ausdiskutiert,
und zwar die lcst-Distanz bei gewichteten Bäumen, deren Blätter nicht unbedingt eindeutig markiert
sind.

Bevor wir aber zum NP-Härte-Beweis fortfahren, schauen wir uns eine Möglichkeit an,  die exakte
D st  zu berechnen, und zwar wenn die Unterschiede zwischen den beiden Bäumen T1  und T2

gering sind. Dieser Fall ist auch für die Praxis wichtig, weil die meisten zu vergleichenden
Phylogenien, wie schon erwähnt, eigentlich nur an wenigen Stellen unterschiedlich sind. Als Erstes
wird dieser Algorithmus vorgestellt, denn er direkt von dem NNI-d Algorithmus abgeleitet wird.

Effizienter Algorithmus für die Berechnung kleiner s t-Distanzen

Lemma 5 Wenn T1  und T2  Bäume mit je n  Blättern sind, dann kann man die Menge der guten 
Kanten in O� n�  berechnen.

Dieses Lemma ist ein Unterschied zum Lemma 4, die in dem originalen NNI-d benutzt wird. Der
Beweis wird in [5] vorgestellt, indem der Autor eine alternative Darstellung für die Bäume
auswählt, die ihm erlaubt in konstanter Zeit zu testen, ob ein Cluster im Baum vorhanden ist. Somit
kann eine Rechenzeit von O� n�  erreicht werden.

Satz 4 Wenn D st�T1,T2�� d , kann die optimale Reihenfolge der nni-Operationen der 
Transformation von T1  in T2  innerhalb von O� n� n211d �� O� n211d �  
Rechenschritten berechnet werden.

Beweis: Die Zeit O� n211d �  einsteht durch die Anwendung von NNI-d auf die beiden Bäume.
Davon sind O� 211d�  nni-Operationen zu errechnen sowie auch O� n�  für das Untersuchen, ob
zwei Bäume isomorph sind.  Lemma 2 besagt, dass O� n�  Schritte notwendig sind, um alle guten
Kanten in T1  zu finden. Das ist aber auch die Zeit, in der die verbundenen Komponenten gefunden
werden. Somit ist der Satz bewiesen.

Die exakte Berechnung der st-Distanz

Satz 5 Die Berechnung von Dlcst �T 1,T 2�  ist NP-Hart, wenn T1  und T2  gewichtet sind und 
deren Blätter nicht eindeutig markiert sind.

Beweis: Wir führen erneut eine Reduktion von X3C durch. Wir werden beweisen, dass
Dlcst �T 1,T 2�� 1 , gdw ein XC � . Dazu konstruieren wir die beiden Bäume T1  und T2  ähnlich

wie bei Lemma 5, hier sind sie aber gewichtet und haben ein paar strukturelle Unterschiede (sh.
Abb 12-1). 
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Abbildung 12-1: T1  hat n lange Arme � 1,� , � n , T2  hat n-q
lange � 1,� , � n� q  und m kurze Arme� 1,� , � m . Jeder lange Arm
hat eine Kante e� i

, entsprechend e� i
, die das Gewicht 1�n  hat.

Ausserdem hängen an jedem langen Arm noch drei Blätter mit
eine Markierung x, die nicht in S oder C  enthalten ist. Ganz
unten an jedem langen Arm befindet sich ein Triplett aus
Elementen aus C , jedes Triplett ist ein Ci . Jeder kurze Arm hat
eine Kante e� i

, die das Gewicht 1�n  hat. Ausserdem hat jeder
kurze Arm nur ein Blatt mit Markierung x. Ganz unten an jedem
kurzen Arm befindet sich nur ein element aus S. Die restlichen
Elemente werden wie bei Lemma 5 in einen Zwischenbereich
nebeneinander nur als Blätter eingefügt.

Lemma 6 Dlcst �T 1,T 2�� 1 . Wenn Dlcst �T 1,T 2�� 1 , dann findet exakt eine st-Operation auf jede 
Portion der e� i

 Kanten.

Beweis: Zuerst versichern wir uns, dass jede e� i
 eine schlechte Kante ist. e� i

 Spaltet den Baum
in zwei Hälften - �T1  und �T1 , wobei �T1  exakt sechs Blätter: si 1

, si2
,si3

, x , x , x  hat. Ausserdem ist
das Gewicht w� �T1�� 0  und w� �T1�� 1� 1�n . Jetzt nehmen wir eine Kante e  aus T2 , die T2  in

�T2  und �T2  spaltet. Wenn L �T �  die Menge der Blätter von T  ist, dann müssen wir e  so wählen,
dass die L � �T 1�� L� �T2�  und L � �T 1�� L� �T2� . Die einzige solche Kante ist die Kante zwischen � 3

und � 4 , denn nur diese Kante liefert eine Partition mit si 1
, si2

,si3
, x , x , x  und zwar muss i � 1

gelten. Diese Kante ist aber eine Nullkante, sprich w� �T2�� 1�n  und w� �T2�� 1� 1�n . Also auch
diese beiden Kanten sind kein gutes Paar und daraus folgt es: es gibt kein gutes Kantenpaar. O. B.
d. A. behaupten wir, dass wenn zwei Bäume kein gutes gemeinsames Kantenpaar haben, mindestens
ein Unterbaum sich bei einer Transformation von T1  nach T2  über jede Kante in T1  bewegt (sh.

[4] , Lemma 6). Sprich Dlcst �T 1,T 2�� �
i � 1

n

� � e� i
�� 1 .

Wir nehmen auch an, dass mehr als ein Unterbaum über eine Portion der Kante e� i
 transportiert

wird. Dann 
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Dlcst �T 1,T 2�� �
i � 1

n

� � e� i
�� � � Portion�� 1

Also es gilt: wenn jede Portion jeder Kante exakt einmal überquert wird, dann Dlcst �T 1,T 2�� 1 .

Lemma 7 Dlcst �T 1,T 2�� 1  gdw eine X3C Lösung vorliegt.

Beweis: "<="

Wir nehmen an, dass ein XC von S � . Dann führen wir die Transformation auf folgende Art und
Weise durch:

I. Kanten e� i
, die in S sind, werden wie in Abb. 12-2 (entsprechend in Abb. 12-3 die Kanten,

die nicht in S sind) transformiert. Bitte beachten Sie, dass die meisten st-Operationen
eigentlich nichts kosten (Nullkanten).

II. Die Kosten für die ganze Transformation betragen q 1
n

� � n� q� 1
n

� n
n

� 1 .

Beweis: "=>"

Wenn wir annehmen, dass kein XC von S � . Lemma 6 besagt, dass wenn exakt eine st-Operation
über jeden Teil jeder Kante e� i

 stattfindet, dann Dlcst �T 1,T 2�� 1 . In diesem Fall aber, die einzige
Weise m  kurze Arme zu bilden ist, q  lange Arme wie in Abb. 12-2 beschrieben abzubauen. Das
würde heissen aber, ein XC von S� . Widerspruch.
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Abbildung 12-2: Transformieren eines langen Armes von T1  in
drei kurze Arme in T2 . Die Kosten betragen 1/n. Nur die st-
Operationen von 3) nach 4), 7) nach 8) und 8) nach 9) sind
kostenpflichtig und betreffen die Kanten e� i

.
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Abbildung 12-3: Triviale st-Transformation über eine nicht-
Nullkante und endliche Anzahl von Nullkanten. 

Appendix 1 

Definition:  X3C Problem (Exact Cover by 3-Sets). Bekannte Komplexität: NP-vollständig. Eine
Verallgemeinerung des 3DM (D-Dimensional Matching) Problem.

Eingabe: S
 s1,... ,sm� ,m� 3q Tupel von betrachteten Objekten si . i , q	  .

C1,...,Cn ,Ci � 
 si1
, si2

, si3
� .

Frage: � C l1
,... ,Cl q

 so dass Cl1
! ...! Cl q

� S und Ci j
 disjunkt.
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