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Einleitung

Ubersicht

Worum geht es ?

» Berechung von Ratenmatritzen Q
.| Einleitung

Wofur ist das gut?

» Modellierung von Protein-Evolution mit Markovketten

 Hat man die Ratenmatrix Q gegeben, kann man die
Ubergangsmatritzen P(t) fur jede beliebige
Zeitspanne t berechnen
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Grundlagen

Ubersicht
Definition: Markov-Eigenschaft
i Hhliviie Pr{ X(t)=i | X(0) = X5, X(1) =X, ..., Xy = i1 = PIX®) =i]x,=]]
| Grundlagen

Die Markov-Eigenschaft besagt, dass die Zufallsvariable X nur
von der Vorangegangenen Zufallsvariable X , abhangt.
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Einleitung

Ubersicht
Struktur der Probability Matrix P(t)

.| Einleitung

- P(0) =

p,() >0 und X q,(t) =1

* P(s +t) = P(s)P(t) firs,t > 0 Chapman-Kolmogorov-Gleichung
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Einleitung

Ubersicht
Struktur der Ratenmatrix Q

.| Einleitung

*q; = O fur alle i # |
«q. < 0furalle i (Diagonaleintrage Negativ)

2. q, =0flrallei (Summe der Zeilen ist 0)
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Grundlagen

Ubersicht
Eingabe:
* k alignierte Paare von Aminosauren
'/ Einleitung
Sequenzi - mm @mmmiﬁ}
| Grundlagen - m@@@mwwr 4 } Paar |

Sequanz g - _J@@mmm@ Pdd[‘l
Sequenzr -- m -:._T mm@@ j >

- Diese erzeugen k Count-Matritzen N, ..., N,

Deren Eintrage bestehen aus den absoluten
Ersetzungshaufigkeiten einer Aminosaure durch eine
Andere
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Ubersicht

'/ Einleitung

| Grundlagen
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Grundlagen

* Die Markov-Kette beschreibt die Evolution an einer
einzelnen Stelle in einem Protein von der
Vorgangersequenz zur Nachfahrensequenz

* Da keine direkten Sequenzinformationen von der
Vorgangersequenz zur Verfugung stehen,
beobachtet man Aminosaurepaare, die einen
gemeinsamen Vorganger besitzen

 Um dennoch Aussagen uber den Evolutionsprozess
ableiten zu konnen, nimmt man an, dass die
Evolution von der Vorganger -zur
Nachfahrensequenz durch den gleichen Prozess wie
der umgekehrt verlaufende beschrieben werden kann
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Grundlagen

Ubersicht
* Die Zeit die zwischen zwei Sequenzen i und j liegt,
bezeichnet man als Divergenz und misst sie in
PAMSs.
'/ Einleitung
| Grundlagen

 Definition: PAM (Percent Accepted Mutation)

PAM ist eine eingefuhrte Einheit, um die Anzahl von
evolutiven Veranderungen in einer Proteinsequenz
zu messen. Die 1.0 PAM Einheit ist die Menge von
Veranderungen, die durchschnittlich 1% der
Aminosauren einer Proteinsequenz verandert.
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Ubersicht

'/ Einleitung

| Grundlagen
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Grundlagen

Wichtige Annahmen:

* Die Aminosauren sind voneinander Unabhangig

 Es gibt eine Stationare Verteilung n, unabhangig,

mit welcher Aminosaure der Markov-Prozess
gestartet wurde

* Die Ersetzungen folgen wie bereits erwahnt einem
Zeit-Umkehrbaren Markovprozess mit einer 20 x 20
(Ratenmatrix) Intensitatsmatrix Q
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Grundlagen

Ubersicht
Reversibilitat
- » Sei , die Startverteilung von Aminosaure i und Q, die
Wahrscheinlichkeit, dass Aminosaure i durch
" | Grundlagen

Aminosaure j ersetzt wird, dann schreibt man formal

Faralleij: nQ, = nQ
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Grundlagen

Ubersicht

Reversibilitat

« Zur Vereinfachung schreibt man nun alle «.in die
/Einleitung Diagonale einer Matrix I1
| Grundlagen

 Dadurch konnen wir

TEiQij = chjS Schreiben als MNQ =QTl
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Grundlagen

SR Beziehung zwischen P und Q
* Es qilt: P(t) = e¥
VI Einleitung
| Grundiagen * Dabei ist €* die Exponentialfunktion fur Matritzen

: X/
-3
il

p< ()

* Aus dieser Gleichung kann man sich drei
Aussagen herleiten:

1.) MP(t) ist Symmetrisch
2.) P(t) und Q haben die gleichen Eigenvektoren
3.) A ist Eigenw. von Q = eMist Eigenw. von P(t)
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Grundlagen

Ubersicht Definition: Eigenwert und Eigenvektor

Sei Q eine n x n Matrix, dann nennt man eine
VI Einleitung reelle Zahl A Eigenwert zu Q, falls ein
Vektor V € R" |V # 0 existiert mit QV= AV.

| Grundlagen
V heil3t dann Eigenvektor (zum Eigenwert A).
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Grundlagen

Obersicht Definition: Eigenwertzerlegung

Enthalt eine Matrix A die Eigenwerte von Q in
VEinleitung Ihrer Diagonalen, und die korrespondierenden
Eigenvektoren werden die Spaltenvektoren einer

" |Grundlagen _ ]
Matrix VQ, dann schreibt man:

QVv, = VA

wenn VQ eine invertierbare Matrix ist, erhalt man
die Eigenwertzerlegung

Q=V_ AV
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Grundlagen

Ubersicht Nutzen der Eigenvektoren
* Da P(t) und Q die gleichen Eigenvektoren
V/Einleitung haben, gilt folgendes:
| Grundlagen

P(t) =V, eV "

* P(t) hat jedoch andere Eigenwerte
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Ubersicht

'/ Einleitung

| Grundlagen
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Grundlagen

Berechnung der Eigenvektoren

» Das Einzige was wir gegeben haben sind die
Count-Matritzen N. und folgender Zusammenhang

LITP(t) =N

Dabei ist L die Lange der Sequenz i

« Wir wissen weiterhin, dass L P(t) die gleichen
Eigenvektoren wie P(t) und Q hat
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Grundlagen

Ubersicht Berechnung der Eigenvektoren
e Durch Normierung der Zeilen von LI1P(t) = N.
/Einleitung zu 1 verandern sich die Eigenvektoren nicht,
~ Grundiagen aber die Faktoren L undl1 gehen verloren.

- Man erhalt also eine Matrix F, als Approximation
von P(t)

« Um die Symmetrie von lP(t) zu gewahrleisten,

Berechnet man F. durch N + NiT
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Ubersicht

'/ Einleitung

| Grundlagen
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Grundlagen

Berechnung der Eigenvektoren

e Es gilt weiterhin, dass wenn v ein Eigenvektor
von P(t) ist, dann ist er auch ein Eigenvektor von

2, P(t)

e Diesen Zusammenhang nutz man, um eine Art
Durchschnittsmatrix S zu konstruieren, aus der
man dann die Eigenvektoren V  bestimmen kann

i=1

¢ |
:!_Z;J
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

| Methoden
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Methoden

Auf diesen Grundlagen basieren die folgenden
drei Methoden zur Berechnung der
Intensitatsmatrix Q

1.) Bayesian Weights (BW)
2.) Muller and Vingron's Resolvent Methode (MVR)
3.) Bayesian Weighting for the Resolvent (BR)
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode
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BW-Methode

Idee der Methode

|
l
1.) Bestimme § = — E F;
) L '; i

2.) Berechnen die Eigenvektoren von S und Speichere sie in V

3.) Nehme eine beliebige Startmatrix Q

4.)Furalle te T ={5, 10, 15, 20, ..., 250}
- Approximiert mit Hilfe von Bayesian Weights P(r)
- Man berechnet D_:= V"' P(1) V

5.) Man bestimmt die Eigenwerte von D_und Speichert
sie in der Diagonalen von A

6.) Man berechnet Q' := V A V-~

7.) Wenn |Q"'— Q| > € Dann Q:=Q' Gehe zu 4
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode
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BW-Methode

Bestimmen der Eigenwerte

 Mann nimmt nun an, dass man eine Divergenz t gegeben hat
und P(t) bestimmen mochte

« Daflur lasst man alle Sequenzpaare ihre Informationen mit einer
gewissen Gewichtung in die Berechnung einfliel3en

» Dieses Gewicht ist von der a-posteriori Wahrscheinlichkeit
abhangig, dass fur das entsprechende Sequenzpaar die

Divergenz t vorliegt

 Mit Hilfe dieser Gewicht erhalt man folgende Approximation
far P(7)

Zﬁ‘ Fg' H-‘Q{_Nr‘. T.}

=

> woNuT)

i=|

P, -

dabei sind W _(N,,7) die Gewichte und Fi ~ N
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode
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BW-Methode

Bestimmen der Eigenwerte

« Man nimmt an, dass eine a-Priori-Verteilung durch die
Wahrscheinlichkeitsdichte f (1) gegeben ist, und ein geeignetes

Startmodel von Q vorliegt.

e Damit erhalt man nach Bayes
Pr(Nit; = 7, Q) f;,(7)
PriN;| Q)

,ff.‘|."‘»";1 0 ['T} e

e

Divergenzverteilimsg

- Wahlt man eine Gleichverteilung von t. erhalt man fur die
Gewichte

PriNti =1, 0)
wWolN;. 7) = N fr ¢
— . PriN;| ()

.,

Crewlchtung fiir &, mit | Mvergenz
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BW-Methode

Hbersicht Bestimmen der Eigenwerte
e FUr 10 Alignments mit 100 Spalten und einer Divergenz von 100
- PAM berechnet man ihre a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten und
VIEinleitung zeichnet sie in den Graph (Diinnen Linien)
VI Grundlagen
'/ Methoden
| | BW-Methode 004

oaar

0.

0.
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BW-Methode

Hbersicht Bestimmen der Eigenwerte
« Wir haben nun folgende Gleichungen gegeben
'/ Einleitung
PriNt; = T,
VI Grundlagen 'rl".-_:]-':a'l\"rlr', Tj proc { 4"|.|f .. Q:I
- - P}l[ FII'IF f| Q}
VI Methoden

| |BW-Methode
h : oo

> woNuT)

i=|

P, -

« Damit konnen wir die Eigenwerte bestimmen
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode
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BW-Methode

Bestimmen der Eigenwerte
* Wir wenden unsere Gleichung fur die Eigenvektorzerlegung
— At \/ -1
P(t) =V, eMV,
auf das Approximierte P an und erhalten durch Umformen

D(z) = V,"P(z) V,

dabei ist D(t) eine Diagonalmatrix mit Elementen du.der Form U7

(Eigenwerte)

« Da t nun als bekannt gilt, kann man die )\jaus den
Diagonalelementen berechnen und A erstellen
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BW-Methode

Ubersicht Nocheinmal die Idee der Methode
i=1
|
v/ 1.)Bestimme § =- ) F;

) - Z
VEinleitung '
/Grundlagen v/ 2.) Berechnen die Eigenvektoren von S und Speichere sie in V
\/ Methoden v/ 3.) Nehme eine beliebige Startmatrix Q

 |BW-Methode
4.)Furalle t €T ={5, 10, 15, 20, ..., 250}
- Approximiert mit Hilfe von Bayesian Weights P(1)
- Man berechnet D_:= V"' P(1) V

5.) Man bestimmt die Eigenwerte In(d_; )/t mit D_und Speichert
sie in der Diagonalen von A

6.) Man berechnet Q"' := V A V-

7.) Wenn |Q'— Q| > € Dann Q:=Q' Gehe zu 4
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode
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BW-Methode

Bestimmen der Eigenwerte

 Durch die lteration wird Q in jedem Schritt verfeinert

» Man sollte jedoch nicht alle Divergenzen t € T betrachten, da

es zu Storungen kommen kann, wenn zu wenig Sequenzen
mit dieser Divergenz zur Verfugung stehen.

 Man verwendet nur solche t € T, fur die die folgende Formel
einen bestimmten Wert uberschreitet
K
1-1-';_5_){'_1"?]' = Z 1-l-‘Q{ Ni,T)

j=1

Dabei ist liegt der Schwellenwert z.B. fest bei w ,(1)=0,05
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode
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BW-Methode

Bestimmen der Eigenwerte

 Ein nutzlicher Effekt des Gewichtungs-Schemas ist, dass
grolRe Divergenzen, die eher zu Storungen fuhren, weniger
gewichtet werden, als kleinere Divergenzen

 Es kann jedoch vorkommen, dass man fur kleine Datenmengen
keine einwandfreie Matrix Q' erhalt, weil einige Eintrage negativ
sind

* In diesem Fall weist man einem solchen Eintrag den kleinsten
positiven Wert aus Q' zu und berechnet die Diagonalelemente
von Q' neu
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
| | BW-Methode

BW-Methode

Bestimmen der Eigenwerte

* Die Folgende Grafik zeigt die Berechnung der
Eigenwerte A, ;und A, in der ersten lteration
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
VI BW-Methode
| IMVR-Methode
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MVR-Methode

|[dee der Methode

« Man verwendet die Count-Matritzen N. um P(t) zu berechnen

« Dann berechnet aus P(t) die Resolvent-Matrix R

« Um Uber folgende Gleichung Q zu bestimmen

Q=al-R
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MVR-Methode

Hbersicht Die Resolvent Matrix
« Die Resolvent-Matrix R_berechnet sich fur fur o>0 wie folgt
'/ Einleitung
w0 1 o
/Grundlagen R, = j f.‘_”'ri"]{ﬂ di |= f e Pty dr+ ...+ Ry = ( f."_lﬁf}lr_ﬂ ar
VIMethoden ! Ve =
V/BW-Methode
MVRSMEihode - Die einzelnen Summanden werden wie folgt berechnet.
W il Plige)— Pl
{ fe‘*”(Pm_H : (t—1)] dt
i _ [+ — Ty

 Durch die Integrierung kompensiert man einzelne
unzureichende Count-Matritzen und erhalt eine gute
Approximation
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MVR-Methode

Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
VI BW-Methode
| IMVR-Methode

Die Resolvent Matrix

R.= [ e P(1) di
Jh)

- Die P(t) werden Uber die bekannten Frequenzmatritzen F_
approximiert

» Wie wir spater noch sehen werden, ist die richtige Wahl von o

eine entscheidende Fehlerquelle fur die erfolgreiche
Bestimmung von Q
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
VI BW-Methode
| IMVR-Methode
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MVR-Methode

Die Richtige Wahl von o

* Beispiel zeigt den Einfluss von o auf das Ergebnis

0.04
i MVR ——
MVREG.0025  —-x—

- MVRE-0.005 = -

.03 MV Rt-0.0075 = -

i MVERE1-().01 el
= MVRI-0.025 s e
S . MVRI o ety

E 0.02 LY 5 e — -
E . » ke a * i "
PEWeS g ] e
W R 1;!- ---- e " el QSO

0.01 T, = =St et pt L
0 A VU VU] (I S VA VY (IS St VR SO - S Sy A (S St St Vs

0 200 400 600 800 1000

Alignment length

 Das wird bei MVR o durch Maximum Likelihood bestimmt
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
I BW-Methode
v/ MVR-Methode
| BR - Methode
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BR-Methode

Die Idee der Methode

« Wir haben gesehen, dass die Berechnung der Resolvent R
uber Integration einer Funktion mit P(t) Uber t erfolgt.

 Man geht davon aus, dass diese Integration wegen der
ungenauen Approximation der P(t) eine weitere Fehlerquelle ist

« Wir haben aber in der BW-Methode eine Moglichkeit gezeigt,
um die P(t) mit der Bayesischen Gewichtung gut zu
approximieren. Dieses Wissen nutzt man nun aus.
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BR-Methode

Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
I BW-Methode
v/ MVR-Methode
| BR - Methode

Die Idee der BR-Methode
* BR stellt nun eine Mischform von MVR und BW dar

 Man verwendet den MVR Algorithmus, benutz aber Anstelle der
durch die Frequenzmatritzen F. approximierten P(t), die durch

die Subroutine der BW-Methode approximierten P(t)

= ’;‘:] FiwolN;i. )
X5 wolN;, T)

(=

* Das o wird wie bei MVR durch Maximierung der Likelihood
bestimmt.

Effiziente Methoden Fiir Die Berechnung Von Aminosaure Ersetzungsraten 35/46




Analyse

Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden

V/BW-Methode ) . .
VIMVR-Methode Es wurden nun Tests durchgefuhrt, um die drei

VIBR - Methode Methoden miteinander zu vergleichen

| Analyse
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Testanordnung

Hbersicht Test auf synthetischen Daten
« 30 Alignments der Lange L erzeugt, die Methoden angewendet
\Einleitung und jeden Test 1000 mal wiederholt
VI Grundlagen
Methoden « Man hat hier zwei Varianten unterschieden:

VI BW-Methode
VI MVR-Methode
VIBR - Methode

a.) Gleichmalfige Verteilung gemaf 10j PAMs fur Alignment |
b.) Normalverteilung im Bereich N(150,90)

v/ Analyse
.| Testanordnung
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Ergebnisse

Obersicht GleichmaRige Verteilung gemaR 10j PAMs fiir Align. |
Einleitung a 004
VI Grundlagen
VI Methoden 003 . )

v/ BW-Methode
VIMVR-Methode g
V/BR - Methode E 0.02

v/ Analyse
V[Testanordnung 0.01 <
__|Ergebnisse
u | 1 i A i 1 L
0 200 400 600 800 100X
Alignment length
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Ergebnisse

Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
I BW-Methode
v/ MVR-Methode
V/BR - Methode

v/ Analyse
VI Testanordnung
__|Ergebnisse

Ergebnisse fur die Normalverteilug

Deviation

0.04

0.03

0.02

001

400 600
Alignment length
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Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
I BW-Methode
v/ MVR-Methode
V/BR - Methode

v/ Analyse
VI Testanordnung
__|Ergebnisse

Ergebnisse

Zusammenfassung

* Die Resolvent Methoden (MVR, BR) brauchen eine gute
Verteilung der Divergenzen als Eingabe

 FUr die schlechten Ergebnisse fur grol3ere L bei MVR gibt es
keine gute Erklarung

« Man kann feststellen, dass die MVR-Methoden fur wenig
Divergente Eingaben gute Ergebnisse bereits fur kurze
Alignments liefert

» Generell kann man sagen, dass die Genauigkeit von BW und
BR mit wachsender Datenmenge zunimmt
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Ergebnisse

Ubersicht Wie wichtig ist die Alignment-Lange
0.05 - < ; g R
0.045 F, H‘“\ BR e
V/Einleitung 004 b " ! MYRT =@
0.035 3. .
VI Grundlagen g 003 )
=
[ Methoden = 0025
/ BW-Methode X o0}
VIMVR-Methode 0.015 .
VIBR - Method e
enode 0.0] e ﬂ‘__:._:-...:-
v/ Analyse .8e ’ !
VI Testanordnung 0 10 . — “IEH] - - HIII]
_JErgebnisse Alignment length
» Jeder Punkt steht fur die durchschnittliche Frobeniusnorm bei
1000 Durchlaufen
» Dabei wurde folgende Gleichung Eingehalten: iL|T| = 25000
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Ergebnisse

Ubersicht - : . : : .
Wie wichtig ist die Divergenz bei BW
0.045 - .
w -
[ P pes 2 |. _
[ Einleitung el [ |
VI Grundlagen oo b
I Methoden .g 0.025
/BW-Methode E 0,02 |
' MVR-Methode L ,
V/BR - Methode ey \+\*_ *ﬂ; i
001 | } ; _
VI Analyse 1I ' f i -t $ .
V[ Testanordnung L L
._|Ergebnisse T Y YU W . ; .
] 50 F00 150 200 250

Mean divergence

« FUr die Alignmentlangen wurden die Werte 100, 300 und 500
gewahlt
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Auswertung

Hbersicht Endergebnis
NN * MVR und BR haben einen Nachteil, wenn ihnen eine kleine
e Anzahl an Sequenzen mit geringen Divergenzen als Eingabe
/Grundlagen ubergeben werden
'/ Methoden
v/ BW-Methode
IMVR-Methode * BR ist besser als MVR, weil P(t) besser approximiert wird
V/BR - Methode
v/ Analyse
g;%tin?rdn”ng  In den aktuellen Implementationen ist BW 5X schneller als BR
IEDHIESE und 8X schneller als MVR
.| Auswertung

» Auf geringe Verluste der Genauigkeit kann man BW durch
kleineres T beschleunigen
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Auswertung

Ubersicht

Endergebnis
- * BR und BW berechnen die Ratenmatritzen besser als MVR.
'/ Einleitung
I Grundlagen
* Der klare Sieger ist jedoch BW
" Methoden

VI BW-Methode
VI MVR-Methode
VIBR - Methode

v/ Analyse
I Testanordnung
VIErgebnisse
.| Auswertung
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Auswertung

Ubersicht

'/ Einleitung
VI Grundlagen

VI Methoden
I BW-Methode
v/ MVR-Methode Ende
V/BR - Methode

v/ Analyse
VI Testanordnung
VIErgebnisse
VI Auswertung
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