3.3 Lineare Support Vector Klassifikation

gegeben: (x1,y1),..., (Tm,Ym) Mit x; € R" y; € {—1,+1}.

gesucht: Trennende Ebene {z € R" | (z,8) + By = 0}, (6 € R™, By € R), die
moglichst grof3en Abstand zum nachstgelegenen Punkt hat, d.h.:

: = ar max Cl|Vi=1,....m : y; - {(x;,0) + > (C
(B.o) —arg _ max = (C] i+ (2,8) + o) = C)




_BoB

<$76> +60 — <_606+/U =+ Cﬁaﬁ> +BO — _BO<676> + <U76> +C<675> +BO — C



ar max Cl|Vi=1,....m : y; - ((x;,0) + > C
gﬁanﬁoeR,Hﬁnzl{ | yi - (i, B) + Bo) = C}

ZU berechnen ist aquivalent zur Berechnung von

. V':l,..., Y 75 Zl
arg _min _{]|3]]| Vi m sy (@ B) + o) 2 1)

(neue (B, B) entsprechen alten (3,/C, 3/C))

Das ist effizient losbar, denn es ist ein
konvexes Optimierungsproblem,

d.h. eine konvexe Funktion soll auf einer konvexen Menge optimiert werden.



konvexe Menge M C R":
r,ye M = Vpel0,1] : p-x+(1—p)-yeM
konvexe Funktion f : R" — R:
Ve, y eR"pel01] : f(p-a+1—p)-y)<p-flx)+ 1 —-p) f(y)

Ist f konvexe Funktion auf konvexer Menge, so sind alle lokalen Optima globale
Optima und bilden eine konvexe Menge.



Lemma 1 Sei A eine positiv semidefinite n x n-Matrix (d.h. flr alle v € R™ gilt
v Av > 0), dannist f : R® — R, v — v’ Av konvex.

Beweis: furp € [0,1] und v, w € R™ gilt:
(pv + (1 = p)w)" A(pv + (1 - p)w)
= p*vl Av+ p(1 — p)wl Av+ pvT A(1 — p)w + (1 — p)*w! Aw
= pvl Av+ (1 — p)w! Aw — (1 — p)p(v — w)  A(v — w)
< pvlAv+ (1 — p)w’ Aw

Spezialfall: v — (v, v) ist konvex.



{(Bo,8) ERxR*Vi=1,....,m : y; - {x;, 8) + Boy) > 1} ist konvexe Menge,
denn:

fir p € [0,1] und (ag, @), (Go, B) € R x R™ mit y; - ({x;,a) + ap) > 1 und
yi - (i, B) + fo) = 1 gilt:
yi - (i, poa+ (1 = p)B) + (pao + (1 — p) o))
= pyi - (@i, @) + ao) + (1 = p)yi - (24, 6) + Po)
> pl+(1-p)-1=1

Also ist die Suche nach

arg _min {8 [Vi=1.....m : g (w0, B) + o) 2 1)

1 2
- mi — Vi=1,... Y iy —+ > 1
argﬁeRn}goeR{2HﬁH ‘ [ ) y TN Yy (<£IZ‘ B> BO) }

ein konvexes Optimierungsproblem.



Satz 8 (Karush-Kuhn-Tucker) Seien f, hq,...,h,, konvexe Funktionen auf R".
z* ist genau dann ein Minimum von f unter der Nebenbedingung V,h;(z*) < 0,

wenn es ein § = (§1,...,§m) € RY, gibt, so dass gilt:
2. df (x*) = = 3272, & - dhy(a¥)
3. Vj : hij(z*) <0

(df ist der Gradient von f, d.h.: df () = (agéf)»-.-, 8ga§:)))



Beweisersatz: Die zweite Bedingung
besagt, dass der Gradient von f eine
Linearkombination der Gradienten der
h; ist, und zwar nach der ersten Bedin-
gung nur von solchen Richtungen, in
denen wir auf dem Rand des zulassi-
gen Bereichs sind.

Die Gradienten der £; zeigen aus diesem Bereich heraus und stehen darauf
senkrecht, und da &; > 0 gefordert ist, gilt das auch fur —df (z*). Also mlsste
man den Bereich verlassen, um den Funktionswert zu verringern. []



Anwendung zur Berechnung von
arg mingern goer{s||01% |Vi=1,...,m : y; - ((z;, 8) + Bo) > 1}:

FBoBr ) = I8 =5 36
1=1

hi(Bo, Brs -5 Bn) = 1 =y;((x5,0) + o) =1 -y, (Zivjiﬁi—i—ﬂo)
i=1

—
df(ﬁ()aﬁla"wﬁn) — (07617"'7671)
dhj(ﬁ()?ﬁla"'wgn) — (_yjy_ijjlg,_yjﬂjjn)



Anwendung der Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen auf
df (Bo: B, -, Ba) = (0,B1,....06n)
dhi(Bo, Brs---sBn) = (Y5, —YiTj1s- -, —YjTjn)
zum finden des optimalen (35, 57, ..., 8;):
1. far g mit b (85,087, ...,05) >04qilt&; =0
2. 0= Z;n:l yjundVi=1,...5n : B = Z;n:l £ Y% ji
3. yi((zy, 87+ 65) > 1

aus 1. und 2. folgt: 37 = 3" 5 (0, py—pr)=1} Si¥iTii

10



Satz 9 (Starker Dualit atssatz) Seien f, hq,...,h,, konvex, L die
verallgemeinerte Lagrange-Funktion

und g die duale Lagrange-Funktion
9(€) := inf L(z, )
Dann gilt:

max —  min T
{£|Vj5§j20}g(§) Vj:hj(ﬂ?)éof()

sofern das Minimum existiert.
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Beweis: AusVj : hj(x) <0 A ¢ >0 folgt

Ve @ g(§&) mff +Z§j <

Ist * Minimalstelle von f und £* zugehorige KKT-Multiplikatoren, so gilt
> _&hila
j

und damit z* ist nach 2. Optimum vom f(xz) + >, £ h;(z). Damit folgt
9(&*) = f(a¥)
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In unserem Fall:

1 m m
g9(§) = §||5||2 = &y, 8) + Bo) + ) &
g=1 j=1

Fur optimales £* gilt nach vorherigen Ergebnissen:

1
g(f*) = 9 Zé;'fﬁzyjymj, lI?k>
ik

ik
—BoY Eyi+ > &
j j
= ) &- %Zﬁjﬁ;ﬁyjyk%,ww
j Jrk

Das maximierende £* lasst sich effizient numerisch finden.
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Aus den KKT-Bedingungen erhalten wir u.a. g = Z;’ij y;&ir; € V.

Um ein neues x zu klassifizieren, berechnen wir das Vorzeichen von

<CC,6> + 50

Das ist aber

<xazyj§jxj> + o = Zyjfj 2 33] )+ Bo = Zyjfj 2 33]> + Bo
1=7 1=7 1=J

Dazu kann man also statt im R™ auch im R" rechnen.

Die Dimension von £ ist m, die von x und z; ist n.
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Soft Margin

Was ist wenn man nur bis auf Ausnahmen linear trennen kann?
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Was ist wenn man nur bis auf Ausnahmen linear trennen kann?

Kriterium: Suche grofdtes C mit

yi({xi, B) + Bo) = C-(1 = 6;)
wobei ||3]| =1, ; > 0und »_; d; < cons



Bzw. suche flr gegebenes ~

1 ) m
arg min < — - 0;
gwo{Qllﬂll 7y

1=1

ZU minimieren ist also die konvexe Funktion

1
f(ﬂ()?ﬁla .. °7/8n7517 .. 75m) — 5”6”2 +7252
auf der Menge {(6o, 3,9) | Vi : h;(Bo, 8,0) < 0}, wobei fur j =1,...,m gilt:

hj(ﬁ()aﬂla « . 7/8717517 ..
hj—i—m(ﬁ()aﬁla « . 7/8717517 ..

m) — _yj(<xj76>+ﬂo)+1_5j
— _5j

., 0
.y Om)
Die Gradienten sind:

df(ﬁoaﬂla"'7Bn7517°"75m) — (07617”'767“77'“77)
dhj(ﬁoaﬁla---76n7517---75m) (—yj,—yjacjl,...,—yj:cjn,(),...,O,—l,O,...,O)
dhim (B0, B1s - - s Brs O1s - -+, ) (0,...,0,—1,0,...,0)
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Satz 8 (Karush-Kuhn-Tucker) Seien f, hq,...,h,, konvexe Funktionen auf R".
z* ist genau dann ein Minimum von f unter der Nebenbedingung V,h;(z*) < 0,

wenn es ein § = (§1,...,§m) € RY, gibt, so dass gilt:
2. df (x*) = = 3272, & - dhy(a¥)
3. Vj : hij(z*) <0

(df ist der Gradient von f, d.h.: df () = (agéf)»-.-, 8ga§:)))
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Aus den ersten beiden Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fir £ = (&1, ..., &m)
erhaltenwirfirj=1,....mund:=1,..., n:

& - (Y (g, 8) + o) —14+65) = 0
'Sj—l—m(sj = 0

d &Gy, = 0
7j=1

Z yirii§; = G
7j=1

vy = &+ E&iam
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Satz 9 (Starker Dualit atssatz) Seien f, hq,...,h,, konvex, L die
verallgemeinerte Lagrange-Funktion

und g die duale Lagrange-Funktion
9(€) := inf L(z, )
Dann gilt:

max —  min T
{£|Vj5§j20}g(§) Vj:hj(ﬂ?)éof()

sofern das Minimum existiert.
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in unserem Fall:

1 m m m m m
g(§) = 5\\5\\2 + Y 6 =) &Gl BY+ B) + > & — > &6 — Y &
j=1 j=1 j=1 j=1

g=1

Fur optimales £* gilt nach vorherigen Ergebnissen:

o€ = 53 G Guula )
7,k

ik
—BoY Eyi+ > &
J J
—i—ZCSj(V & — &jtm)
=1
1
= D& — 5 D §&yunlzs )
J Jk

Das ist die selbe Funktion g wie im Hard-Margin-Fall!
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alternativer Ansatz: suche

. 1 2 m 2
arg min { — + g oy

1=1

Hier ist das duale Problem: maximiere

g(&) =) & - %ijfkyjyk (<33j:33k:> + —])
j=1 ik

~

mit Nebenbedingung ¢ > 0, 37", ;y; = 0, sowie 6;; = 1 und §;; = 0 fiir i # j.
(Beweis als Ubung)
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